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Luku 1
Johdanto
Tämä Pro Gradu -tutkielma käsittelee työntekijän eläkelain (TyEL) nykyisin käytössä ole-
van Gompertz-kuolevuusmallin sopivuutta kuvaamaan TyEL:n selektiä kuolevuutta van-
huuseläkeliikkeessä. Tutkielman tarkoitus on nostaa esiin nykymallin ongelmakohdat ja
esitellä Gompertz-kuolevuusmallin laajennus, joka ainakin osin korjaisi nykymallin puut-
teita pysymällä kuitenkin järjestelmätekniseltä kannalta tarpeeksi yksinkertaisena.
Keskeisiksi teemoiksi tutkielmassa nousee elämänvaravakuutuksen yleisen teorian sekä
työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeen vakuutustekniikan lisäksi toteutuvan kuolevuu-
den ennustaminen Lee-Miller-mallin sovelluksella ja laajennetun Gompertz-kuolevuusmallin
parametrien estimointi havaintoaineistosta. Havaintoaineistona tutkielmassa käytetään se-
kä Tilastokeskuksen väestökuolevuuksia että TyEL:n riskiperusteanalyysien mukaisia to-
teutuneita rahapainotettuja kuolevuuksia. Ennustemalli on laadittu käyttäen R- ja Excel-
ohjelmistoja (ml. VBA).
Kuolevuusmallin laajennusta on kehitetty työeläkejärjestelmässä vuodesta 2014 laskupe-
rusteasiain neuvottelukunnan alaisessa kuolevuusperustejaoksessa, jonka sihteerinä tut-
kielman kirjoittaja on toiminut vuosina 2014 ja 2015. Puheenjohtajayhtiönä kyseisinä
vuosina on toiminut Keskinäinen Työeläkevakuutusyhtiö Elo ja puheenjohtajana tämän
tutkielman toinen tarkastaja Tuomas Hakkarainen. Kuolevuusperustejaoksessa on edus-
tus jokaisen työeläkeyhtiön lisäksi eläkekassoilla ja eläkesäätiöillä, Sosiaali- ja terveysmi-
nisteriöllä, Eläketurvakeskuksella sekä Kevalla (julkisen puolen eläkkeet).
Kuolevuusmallin valinnalla ja osuvuudella on merkitystä vanhuuseläkeliikkeessä, sillä se
määrää pääoma-arvokertoimet, joilla varaudutaan vastaisten ja alkaneiden vanhuuseläk-
keiden suorituksiin tulevaisuudessa. Tutkielmassa esitelty uusi kuolevuusmalli otetaan
käyttöön vuoden 2017 eläkeuudistuksen yhteydessä, eli ensimmäisen kerran vanhuuselä-
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keliikkeen vanhuuseläkevastuut lasketaan sen mukaisina vuoden 2016 lopussa. Vanhuuse-
läkemaksu määräytyy uuden mallin mukaisesti vuodesta 2017 alkaen.
Kuolevuusmallin yksityiskohtien ymmärtäminen vaatii taakseen yleistä elämänvaravakuu-
tuksen teoriaa sekä ymmärrystä työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeen vakuutustek-
niikasta. Tutkielman osassa kaksi esitellään joukko määritelmiä ja lauseita, joita tarvitaan
niin sanottujen elämänvaravakuutuksen pääoma-arvokertoimien määrittämiseen. Kolmas
osio keskittyy työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeen vakuutustekniikkaan ja siinä esi-
tellään pintapuolisesti esimerkiksi vanhuuseläkemaksun sekä eläkeyhtiön vastuuvelan mää-
räytyminen. Toisessa osiossa esitellään lisäksi vanhuuseläkeliikkeen seurannassa käytettä-
vä vahinkosuhteen käsite ja sen yhteneväisyydet vanhuuseläkeliikkeen yleiseen tulokseen.
Tutkielman kolmannessa osassa esitellään englantilaisen matemaatikon Benjamin Gom-
pertzin (1779-1865) mukaan nimetty kuolevuusmalli, joka kuvaa kuolevuutta geometrise-
na kasvuna ikävuosittain. Kyseinen malli on ollut käytössä työntekijän eläkelaissa tietyin
parametrioletuksin alusta asti ja nämä oletukset esitellään tutkielman neljännessä osassa.
Nykyisin käytössä oleva kuolevuusmalli on ollut tappiollinen jo useamman vuoden. Muita
mallin ongelmakohtia on mm. erot vahinkosuhteissa sukupuolten sekä eri kymmenvuotis-
kohorttien välillä. Näihin ongelmakohtiin tutkielmassa syvennytään osiossa 5.1.
Nykymallin ongelmakohtien korjaamiseksi on tutkielmassa määritelty kaksiosainen Gompertz-
kuolevuusmalli, jonka parametrit on johdettu suoraan havaintoaineistosta. Uutta kaksio-
saista kuolevuusmallia ja sen parametreja käsitellään tutkielman kuudennessa ja seise-
männessä osiossa. Tämän jälkeen tutkielmassa esitetään ja todistetaan kaksiosaisen kuo-
levuusmallin pääoma-arvokertoimiin liittyviä lauseita osiossa kahdeksan.
Lopuksi tutkielmassa on esitelty tekniikka vahinkosuhde-ennusteiden laatimiseen havai-
tun aineiston pohjalta. Tutkielmassa esitellään nykymallin sekä uuden kaksiosaisen kuo-
levuusperusteen vahinkosuhde-ennusteet aina vuoteen 2030 asti.
Liitteessä A kuvataan tutkielmassa käytettyjä merkintöjä lyhyesti.
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Luku 2
Elämänvaravakuutuksen yleistä teoriaa
Eläkevakuutus on niin sanottu elämänvaravakuutus, eli korvausta maksetaan mikäli hen-
kilö on elossa tietyllä vakuutussopimuksessa määritellyssä iässä w. Korvaussumma voi olla
kertaluonteinen tai sitä voidaan maksaa esimerkiksi vuosittain tai kuukausittain tiettyyn
ikään w+ t asti. Tässä tutkielmassa perehdytään perusvakuutuksen vanhuuseläkeliikkee-
seen, jolloin korvausta maksetaan määritellystä eläkeiästä w aina henkilön kuolemaan asti
hetkelle w + t kuukausittain. Jotta tuleviin korvauksiin osataan varautua, täytyy henki-
löiden elossaolotodennäköisyyttä hetkellä w ennustaa. Lisäksi täytyy tehdä ennuste siitä,
kuinka kauan henkilölle keskimäärin joudutaan korvausta maksamaan hetken w jälkeen.
Näihin ennusteisiin päästäkseen on ensin määriteltävä muutamia henkivakuutusmatema-
tiikan perustyökaluja, joita esitellään tässä luvussa.
2.1 Selviytymisfunktiot ja kuolevuusintensiteetti
Määritelmä 2.1. Oletetaan, että vastasyntyneen henkilön jäljellä olevaa elinaikaa kuvaa
satunnaismuuttuja X, joka noudattaa jakaumaa kertymäfunktiolla F (t), missä F ′(t) =
f(t). Todennäköisyys, että vastasyntynyt henkilö on elossa hetkellä t, on tällöin
P (X ≥ t) = 1− P (X ≤ t) .
Tätä todennäköisyyttä kutsutaan selviytymisfunktioksi ja merkitään
(2.2) s(t) := 1− F (t) .
Lause 2.3. Todennäköisyys sille, että x-ikäinen henkilö on elossa vielä hetken t kuluttua
selviytymisfunktioiden avulla kirjoitettuna, on
(2.4) P (Tx > t) = P (X > t|X ≥ x) = s(x+ t)
s(x)
5
Todistus.
P (X > t|X ≥ x) = P ({X > t+ x} ∩ {X > x})
P (X ≥ x)
=
P (X > t+ x)
P (X ≥ x)
=
1− P (X ≤ t+ x)
1− P (X < x)
=
1− F (x+ t)
1− F (x)
=
s(x+ t)
s(x)
.
Selviytymisfunktion lisäksi tämän tutkielman kannalta tärkeä käsite on kuolevuusin-
tensiteetti µ.
Määritelmä 2.5. Todennäköisyys sille, että x-ikäinen henkilö kuolee ajan ∆t kuluessa
(jaettuna aikavälin ∆t pituudella), kun satunnaismuuttuja Tx kuvaa x-ikäisen henkilön
jäljelläolevaa elinaikaa, on
P (Tx ≤ ∆t)
∆t
=
F (x+ ∆t)− F (x)
∆t(1− F (x)) →
F ′(x)
1− F (x) , kun ∆t→ 0 + .
Tätä raja-arvoa kutsutaan kuolevuusintensiteetiksi ja merkitään yleensä
(2.6) µx :=
f(x)
1− F (x) .
Seuraavaksi esitetään ja todistetaan kuolevuusintensiteettiin liittyviä lauseita, joita
tarvitaan tutkielmassa myöhemmin pääoma-arvokertoimien laskemiseen.
Lause 2.7. Selviytymisfunktio voidaan esittää kuolevuusintensiteetin µx avulla
(2.8) s(x) = e−
∫ x
0 µtdt .
Todistus. ∫ x
0
µtdt = −ln(1− F (x))⇔ 1− F (x) = e−
∫ x
0 µtdt .
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Korollaari 2.9. Todennäköisyys sille, että x-ikäinen henkilö on elossa vielä hetken t
kuluttua kuolevuusintensiteetin avulla kirjoitettuna, on
(2.10) P (Tx > t) = e
− ∫ t0µx+udu .
Todistus. Väite seuraa suoraan lauseista 2.3. ja 2.7., sillä
(2.11)
s(x+ t)
s(x)
=
e−
∫ x+t
0 µudu
e−
∫ x
0 µudu
= e−
∫ x+t
x µudu = e−
∫ t
0µx+udu .
Lause 2.12. x-ikäisen henkilön jäljellä olevan elinajan Tx tiheysfunktio voidaan kirjoittaa
kuolevuusintensiteetin avulla muotoon
(2.13) f(x) =
d
dt
[P (X ≤ t)] = − d
dt
[P (X > t)] = µx+t · 1− F (t+ x)
1− F (x) .
Todistus. Ensimmäinen yhtälö seuraa suoraan kertymäfunktion ominaisuuksista, sillä
d
dt
[P (X ≤ t)] = d
dt
[
F (t+ x)− F (x)
1− F (x)
]
=
d
dt
[1− P (X > t)] = − d
dt
[
1− F (t+ x)
1− F (x)
]
.
Lauseesta 2.3. ja korollaarista 2.9. saadaan
− d
dt
[
1− F (t+ x)
1− F (x)
]
= − d
dt
[
e−
∫ t
0µx+udu
]
= µx+t · 1− F (x+ t)
1− F (x) .
2.2 Elämänvaravakuutus ja pääoma-arvot
Tässä tutkielmassa esitellään ainoastaan elämänvaravakuutuksen pääoma-arvokertoimia,
koska tarkastelut rajataan ainoastaan lakisääteiseen eläkevakuutuksen vanhuuseläkeliik-
keeseen. Työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeessä ainoastaan kuolevuus on stokasti-
nen suure. Usein elämanvaravakuutuksessa myös korko käsitetään stokastiseksi, mikäli
se on sidottu esimerkiksi tiettyyn vaihtelevaan korkokantaan. Työntekijän eläkelain van-
huuseläkeliikkeessä korkokanta on sidottu vakiokorkoon.
Pääoma-arvokertoimilla tarkoitetaan henki- ja eläkevakuutusten perusteella maksettavien
korvausten nettokertamaksuja. Pääoma-arvokertoimien avulla yhtiö voi määrittää vakuu-
tusmaksun siten, että maksu riittää kattamaan odotettavissa olevat korvauskulut (esim.
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kustantamaan vanhuuseläkkeet). Pääoma-arvokertoimissa on otettava huomioon sekä kuo-
levuus että vakuutussumman korkoutuvuus.
Tässä osiossa esitetään yksinkertainen esimerkki elämänvaravakuutuksesta ja sen tulevien
korvausten odotusarvosta, eli pääoma-arvosta. Lisäksi osiossa määritellään ns. diskonttaus-
ja kommutaatiofunktiot, joilla on tärkeä rooli henkivakuutusmatematiikassa, koska niiden
avulla pääoma-arvokertoimia on suoraviivaista laskea ja taulukoida.
Määritelmä 2.14. Eräässä elämänvaravakuutuksessa henkilölle sitoudutaan maksamaan
vakuutussumma S, mikäli henkilö on elossa hetkellä w = x+ n. Jos henkilö kuolee ennen
hetkeä w, on korvaussumma 0. Tällöin korvauksen suuruus laskentahetkelle vakiokorolla
diskontattuna on satunnaismuuttuja
(2.15) Ax =
{
Se−δn , Tx > n
0 , Tx ≤ n
.
Termi e−δn diskonttaa korvauksen määrän laskentahetkeen x vakiokorolla ja satunnais-
muuttuja Tx kuvaa x-ikäisen henkilön jäljellä olevaa elinaikaa kuten edellisessä kappalees-
sa määriteltiin.
Lause 2.16. Ylläkuvatun elämänvaravakuutuksen korvauksen laskentahetkeen korolla dis-
kontattu odotusarvo on
(2.17) E(Ax) = Se
−δnP (Tx > n) = Se−δn
1− F (x+ n)
1− F (x) = Se
−δne−
∫ t
0µx+udu .
Todistus. Väite seuraa suoraan odotusarvon määritelmästä ja korollaarista 2.9.
Määritelmä 2.18. Otetaan käyttöön standardimerkintä
(2.19) D(x) := Dx = e
−δxP (X > x) ,
joka kuvaa vastasyntyneen elossaolotodennäköisyyttä iässä x korolla syntymähetkelle dis-
kontattuna. Lauseen 2.16. odotusarvo saadaan tämän diskonttausfunktion avulla kirjoi-
tettua muotoon
(2.20) E(Ax) = S
Dx+n
Dx
.
Tämä odotusarvo ei vielä sellaisenaan riitä eläkevakuutuksessa, koska korvaussummaa
S ei makseta kokonaisuudessaan hetkellä w. Eläkevakuutuksen tapauksessa myös koko-
naiskorvaussumma S on satunnaismuuttuja. DiskonttausfunktiollaDx on kuitenkin tärkeä
rooli myös elinikäisessä eläkevakuutuksessa.
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Lause 2.21. Diskonttausfunktiolle saadaan esitys kuolevuusintensiteetin avulla
(2.22) Dx = e
− ∫ x0 (µt+δ)dt
Todistus. Lauseen 2.7. mukaan
Dx = e
−δxP (X > x) = e−δxe−
∫ x
0 µtdt = e−
∫ x
0 (µt+δ)dt .
Lause 2.23. Diskonttausfunktiolle Dx pätee kaikilla i, j ∈ R, i > j
(2.24)
Dx+i
Dx+j
= e−δ(i−j)P (Tx > (i− j)) .
Todistus. Väite seuraa suoraan diskonttausfunktion määritelmästä, sillä
Dx+i
Dx+j
=
e−
∫ x+i
0 (µt+δ)dt
e−
∫ x+j
0 (µt+δ)dt
= e−
∫ x+i
x+j(µt+δ)dt
= e−
∫ x+i
x+j µtdte−
∫ x+i
x+j δdt
= e−δ(i−j)P (Tx > (i− j)) .
Määritelmä 2.25. Määritellään diskonttausfunktionDx avulla kommutaatiofunktio N¯(x)
seuraavasti
(2.26) N¯(x) := N¯x =
∫ ∞
x
Dtdt .
Funktio N¯x kuvaa vastasyntyneen iässä x alkavan elinikäisen yksikköeläkkeen korolla syn-
tymähetkeen diskontattujen korvausten yhteenlaskettua odotusarvoa.
2.3 Jatkuvat elinkorot ja niiden pääoma-arvot
Tässä osiossa tarkastellaan jatkuvia elinkorkoja, eli sellaisia elinikäisiä tai määräaikaisia
eläkkeitä, jotka ovat jo maksussa. Työntekijän eläkelaissa näitä kutsutaan yleisesti alka-
neiksi eläkkeiksi.
Tarkastellaan kokonaiskorvauksen suuruutta, mikäli korvausta (eläkettä) maksetaan vuo-
sittain henkilön saavutettua iän w.
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Määritelmä 2.27. Oletetaan, että x-ikäinen henkilö on saavuttanut iän w ja hänelle
maksetaan tällöin S suuruista (vuosi)eläkettä henkilön kuolemaan tai korkeintaan hetkeen
x+m asti. Kokonaiskorvauksen suuruus on tällöin satunnaismuuttuja
(2.28) Ym = S ·min (m,Tx)
Voidaan lisäksi olettaa S ≡ 1, jolloin vakiokorolla laskentahetkeen diskontattu kokoko-
naiskorvauksen määrä on
(2.29) Ym,δ =
∫ min(m,Tx)
0
e−δtdt .
Kyseistä eläkettä kutsutaan jatkuvaksi m-vuotiseksi yksikköelinkoroksi.
Lause 2.30. Laskentahetkelle vakiokorolla diskontattu korvauksen kokonaismäärän Ym,δ
(S ≡ 1) odotusarvo on
(2.31) E(Ym,δ) =
∫ m
0
Dx+t
Dx
dt =
N¯x − N¯x+m
Dx
.
Todistus. Otetaan käyttöön indikaattorifunktio 1(t,∞)(T ), joka osoittaa, onko henkilö elos-
sa vielä ajan t kuluttua vai ei, sillä 1(t,∞)(T ) = 1⇔ T > t. Oletetaan elinaika satunnaiseksi
T := Tx, jolloin odotusarvoksi saadaan lauseen 2.3. avulla
E(Ym,δ) = E
(∫ min(m,Tx)
0
e−δtdt
)
= E
(∫ m
0
1(t,∞)(Tx)e−δtdt
)
=
∫ m
0
E
(
1(t,∞)(Tx)
)
e−δtdt
=
∫ m
0
P (Tx > t)e
−δtdt
=
∫ m
0
P (X > x+ t)e−δ(x+t)
P (X > x)e−δx
dt
=
∫ m
0
Dx+t
Dx
dt
=
1
Dx
(∫ ∞
0
Dx+tdt−
∫ ∞
m
Dx+tdt
)
=
1
Dx
(∫ ∞
x
Dsds−
∫ ∞
x+m
Dsds
)
=
N¯x − N¯x+m
Dx
.
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Tässä tutkielmassa tarkastellaan työntekijän eläkelain mukaista vanhuuseläkeliikettä,
jolloin maksussa olevat eläkkeet ovat lähes poikkeuksetta elinikäisiä. Yllä esitetty määrä-
aikaisen vanhuuseläkkeen korvausten laskentahetkelle korolla diskontattu odotusarvo on
helposti laajennettavissa elinikäisiin vanhuuseläkkeisiin.
Määritelmä 2.32. Oletetaan, että x-ikäinen henkilö on saavuttanut iän x+n ja hänelle
maksetaan tällöin S suuruista (vuosi)eläkettä henkilön kuolemaan asti. Kokonaiskorvauk-
sen suuruus on satunnaismuuttuja
(2.33) Y = S · Tx .
Oletetaan jälleen S ≡ 1, jolloin vakiokorolla laskentahetkeen diskontattu kokonaiskor-
vauksen määrä on
(2.34) Yδ =
∫ Tx
0
e−δtdt .
Kyseistä eläkettä kutsutaan jatkuvaksi elinikäiseksi yksikköelinkoroksi.
Lause 2.35. Laskentahetkelle vakiokorolla diskontattu korvauksen kokonaismäärän Yδ
(S ≡ 1) odotusarvo on
(2.36) E(Yδ) =
∫ ∞
0
Dx+t
Dx
dt =
N¯x
Dx
.
Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 2.30., sillä
lim
m→∞
N¯x+m = 0 .
Jatkossa pääoma-arvokerrointa N¯x
Dx
kutsutaan alkaneen vanhuuseläkkeen pääoma-arvo-
kertoimeksi. Seuraavaksi tarkastellaan tilannetta, mikäli henkilö ei ole vielä saavuttanut
vanhuuseläkeikää, eli vanhuuseläke on vielä ns. vastainen vanhuuseläke.
2.4 Lykätyt jatkuvat elinkorot ja niiden pääoma-arvot
Edellisessä kappaleessa tarkasteltiin maksussa olevien eläkkeiden korvausten odotusar-
voja. Usein vielä tärkempää henki- ja eläkevakuutuksessa on määrätä odotusarvot siinä
tilanteessa, kun henkilö ei vielä ole korvauksen piirissä. Eläkevakuutuksessa tällainen ti-
lanne on kaikilla vakuutetuilla, jotka eivät vielä ole täyttäneet eläkeikää. Työntekijän
eläkelaissa tällaisia eläkkeitä kutsutaan vastaisiksi eläkkeiksi.
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Määritelmä 2.37. Oletetaan, että henkilölle maksetaan vuosittain korvaussumma S ≡ 1
niin kauan kuin henkilö on elossa saavutettuaan iän w = x + n, kuitenkin korkeintaan
ajan m. Tällöin korvauksen määrä Z on satunnaismuuttuja
(2.38) Zm = min (m,max(0, Tx − n)) =

m , Tx ≥ n+m
Tx − n , n < Tx < n+m
0 , Tx ≤ n
.
Laskentahetkeen vakiokorolla diskontattuna korvauksen määrä on
(2.39) Zm,δ =
{
e−δn
∫ min(m,Tx+n)
0
e−δtdt , n < Tx
0 , Tx ≤ n
.
Kyseistä eläkettä kutsutaan n vuotta lykätyksi m-vuotiseksi yksikköelinkoroksi. Määri-
telmässä huomionarvoista on, että integraali diskonttaa korvauksen vasta eläkkeen alka-
mishetkeen ja termi e−δn edelleen laskentahetkeen.
Lause 2.40. Laskentahetkelle korolla diskontattu korvauksen kokonaismäärän Z (S ≡ 1)
odotusarvo on
(2.41) E(Zm,δ) =
N¯x+n − N¯x+n+m
Dx
.
Todistus. Koska ehdolla Tx > n, on voimassa Tx−n = Tx+n ja Z = min(m,Tx+n), jolloin
lauseen 2.30. perusteella saadaan eläkkeen alkamishetkeen diskontattuna odotusarvoksi
E(Zm,δ) = P (Tx ≤ n) · 0 + P (Tx > n)e−δn
∫ min(m,Tx+n)
0
e−δtdt
= P (Tx > n)e
−δn
∫ min(m,Tx+n)
0
e−δtdt
=
Dx+n
Dx
· N¯x+n − N¯x+n+m
Dx+n
=
N¯x+n − N¯x+n+m
Dx
Määritelmä 2.42. Oletetaan, että henkilölle maksetaan vuosittain korvaussumma S ≡ 1
niin kauan kuin henkilö on elossa saavutettuaan iän w = x+n. Tällöin korvauksen määrä
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Z on satunnaismuuttuja
(2.43) Z = max(0, Tx − n) =
{
Tx − n , n < Tx
0 , Tx ≤ n
.
Laskentahetkeen vakiokorolla diskontattuna kokonaiskorvauksen määrä on
(2.44) Zδ =
{
e−δn
∫ Tx
0
e−δtdt , n < Tx
0 , Tx ≤ n
.
Tällaista eläkettä kutsutaan n-vuotta lykätyksi elinikäiseksi yksikköelinkoroksi.
Lause 2.45. Laskentahetkelle vakiokorolla diskontattu korvauksen kokonaismäärän Z (S ≡
1) odotusarvo on
(2.46) E(Zδ) =
N¯x+n
Dx
.
Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 2.40., sillä
lim
m→∞
N¯x+n+m = 0 .
Jatkossa pääoma-arvokerrointa N¯x+n
Dx
:= N¯w
Dx
kutsutaan vastaisen vanhuuseläkkeen pääoma-
arvokertoimeksi.
Määritelmä 2.47. Yleisesti vanhuuseläkkeen pääoma-arvokerrointa merkitään yhdistä-
mällä osioiden 2.3 ja 2.4 tulokset
(2.48) A¯Vx:w :=
{
N¯w
Dx
, kun x < w
N¯x
Dx
, kun x ≥ w
Merkintä on yleisluontoinen, sillä ikä x ja eläkeikä w eivät suoraan määrää sitä, onko
kyseessä vastainen vai alkanut vanhuuseläke, vaan käytettävä pääoma-arvokerroin mää-
räytyy sen mukaan onko kyseinen henkilö hakenut vanhuuseläkettä ikään x mennessä.
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Luku 3
TyEL:n vanhuuseläkeliikkeen
vakuutustekniikkaa
Tässä kappaleessa esitellään työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeessä käytössä olevaa
termistöä sekä kaavoja. Lisäksi kappaleessa käsitellään pintapuolisesti eläkeyhtiön vastuu-
velan muodostumista sekä eläkkeiden rahoitusta.
3.1 Vanhuuseläkkeiden rahoitus
Työntekijän eläkelaissa pääosa eläkkeistä rahoitetaan suoraan ns. jakojärjestelmän kaut-
ta, eli suoraan vuosittain perittävästä työeläkemaksusta. Osittain rahastoivan periaatteen
mukaan rahoitetaan myös osa vanhuus- ja työkyvyttömyyseläkkeistä. Tätä varten työ-
eläkelaitokset rahastoivat osan ansioista tulevia suorituksia varten. Rahastointi tehdään
eläkelajikohtaisesti. Vanhuuseläkeliike on työntekijän eläkelaissa ainoa eläkelaji, jossa ra-
hastointia tehdään jo aktiiviaikana, eli eläkkeen karttumisen aikana. Muiden eläkelajien
rahastoitu osa määrätään vasta kyseistä eläkettä myönnettäessä ns. vastuunjakoperustei-
den mukaisesti.
Käytännössä eläkkeet rahastoidaan henkilöittäin vakuutustasolle, eli rahastoitu osa las-
ketaan sille vakuutukselle, johon eläkettä kartuttavat ansiot henkilöllä kohdistuvat. Tässä
tutkielmassa tarkastellaan vanhuuseläkeliikettä sen ylätasolla, joten vakuutuskohtaisuu-
desta voidaan tarkasteluissa luopua ja keskittyä tarkastelemaan tilannetta henkilötasolta
ikäkohtaisesti.
Tutkielmassa esitetyt vakuutustekniset kaavat ovat vuoden 2015 laskuperusteiden mu-
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kaiset, jolloin niissä ei ole huomioitu tutkielman tekohetkellä tiedossa olevia vuoden 2017
eläkeuudistuksen mukaisia muutoksia. Esimerkkinä tällaisesta muutoksesta mainittakoon
vanhuuseläkkeen rahastoinnin ikävälin laajentaminen.
3.2 Rahastoitu osa ja vanhuuseläkemaksu
Määritelmä 3.1. Työntekijän eläkelain mukainen vanhuuseläkeliikkeen rahastoitu osa
vuoden v lopussa määräytyy palautuskaavalla
(3.2) ERv =
{
ERv−1 + ∆E
R
v , x < 55
(ERv−1 + ∆E
R
v )(1 + iv) , x ≥ 55
,
missä rahastoidun eläkkeen lisäys ∆ERv on
(3.3) ∆ERv =
{
0, 005 · Sv , 18 ≤ x < 55
0 , muuten
.
Mikäli henkilö on kuollut vuonna v asetetaan ERv = 0.
Kaavan Sv on vakuutetun työntekijän eläkelain alainen palkkasumma vuonna v. Yli 55-
vuotiaiden rahastoja täydennetään ns. iv korotuksilla, mutta näitä ei käsitellä tässä tut-
kielmassa tarkemmin.
Rahastoitu osa vastaa aina tiettyä eläkeikää w. Työntekijän eläkelaissa tämä laskennalli-
nen eläkeikä on 65 vuotta. Jotta eläkkeen pääoma-arvo säilyy henkilön jäädessä eläkkeelle
ennen tai jälkeen eläkeiän 65, muunnetaan eläkeikää w1 vastaava vanhuuseläkkeen rahas-
toitu osa vastaamaan eläkeikää w2 kaavalla
(3.4) ERv (w2) =
N¯w1
D
x+12
N¯w2
D
x+12
ERv (w1) =
N¯w1
N¯w2
ERv (w1) .
Rahastoimalla puolen prosentin vuotuista eläkekarttumaa vastaava summa 18-54-vuotiailta
ja täydentämällä rahastoja yli 55-vuotiaille iv-korotuksilla, saadaan ennakkoon rahastoi-
tua arviolta noin 20 prosenttia henkilön tulevasta eläkkeestä työuran aikana. Vuonna 2013
maksetuista TyEL-vanhuuseläkkeistä ennakkoon oli rahastoitu noin 17 prosenttia [ETK,
työeläkkeiden rahoitus vuonna 2013]. Rahastoitu osa ERv vastaa siis sitä osaa henkilön
kuukausittaisesta vanhuuseläkkeestä, joka on etukäteen rahastoitu. Vuonna v maksettua
rahastoitua osaa kuvataan työntekijän eläkelaissa yleisesti merkinnällä EV RMv .
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Rahastoidusta osasta perittävä maksu on tärkeää mitoittaa siten, että se kattaa eläk-
keen maksamisesta aiheutuvat kustannukset aina henkilön kuolemaan saakka.
Työntekijän eläkelain mukainen vakuutusmaksu koostuu henkilötasolla yhteensä kuu-
desta eri osasta: vanhuuseläkeosasta, työkyvyttömyyseläkeosasta, hoitokustannusosasta,
maksutappio-osasta, lakisääteisten maksujen osasta sekä tasausosasta.
Määritelmä 3.5. Vanhuuseläkeosa lasketaan vastaamaan rahastoidun eläkkeen lisäystä
vuonna v kaavalla
(3.6) P Vv =
N¯w
Dx
∆ERv .
Yksinkertaistettuna alle 55-vuotiaan henkilön vuotuisista ansioista rahastoidaan puoli
prosenttia ja maksua tästä peritään sen verran kuin odotusarvoisesti kyseisestä vuosie-
läkkeen lisäystä varaudutaan maksamaan eläkeiästä aina kuolemaan asti (korolla lasken-
tahetkelle diskontattuna).
3.3 Maksettu rahastoitu osa
Henkilön jäädessä vanhuuseläkkeelle on kyseisestä eläkkeestä rahastoitu tietty osa vakuu-
tuksittain. Käytännössä henkilön kokonaisvuosieläke koostuu näistä rahastoiduista osista
sekä tasausosasta, joka kattaa eläkekarttuman rahastoimattoman osan ja sisältää lisäksi
mm. palkattomien aikojen eläkekarttumat ja eläkkeeseen vuosittain tehdyt indeksitarkis-
tukset. Lisäksi eläkkeen määrään vaikuttaa elinaikakerroin. Eläkkeessä huomioidaan luon-
nollisesti myös muiden kuin työntekijän eläkelain alaiset karttumat (esim. julkisen puolen
eläkekarttumat). Tässä tutkielmassa tarkastellaan ainoastaan työntekijän eläkelain van-
huuseläkkeen rahastoituja osia.
Määritelmä 3.7. Mikäli henkilö on elossa vuoden v lopussa ja eläkkeellä koko vuoden
v, on maksettu rahastoitu osa
(3.8) EV RMv = E
R
v−1
Yhtälö seuraa siitä, että henkilöillä, jotka ovat eläkkeellä vuonna v, on lisärahastointi ∆ERv
nolla johtuen lisärahastoinnin yläikärajasta ja vanhuuseläkeiästä. Yhtälössä ERv−1 sisältää
määritelmänsä mukaisesti vuoden v−1 iv-korotuksen. Mikäli henkilö jää eläkkeelle kesken
vuotta v tai kuolee vuoden v aikana, voidaan käyttää approksimaatiota
(3.9) EV RMv ≈
h
12
ERv−1 ,
missä h on kuukaudet, joina henkilö on eläkkeellä ja elossa.
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3.4 Vastuuvelka
Edellä esitettiin työntekijän eläkelain vanhuuseläkkeiden rahastoidun osan muodostumi-
nen. Rahastoidun osan voidaan ajatella kuvaavan vuosieläkettä, jonka eläkeyhtiö on si-
toutunut maksamaan henkilölle vanhuuseläkeiästä kuolemaan saakka. Vastaavanlainen
ajatus on myös muissa eläkeliikkeissä ja nämä tulevat suoritukset muodostavat yhdessä
osan eläkeyhtiön vastuuvelasta.
Laissa on työeläkevakuutusyhtiöiden osalta määrätty, että eläkeyhtiön vastuuvelan tu-
lee vastata tulevien suoritusten pääoma-arvoa, eli tulevien korvausten odotusarvoa. Elä-
keyhtiön tarkka vastuuvelka koostuu seuraavista osista.
Vakuutusmaksuvastuu
Vastaisten vanhuuseläkkeiden vakuutusmaksuvastuu
Vastaisten työkyvyttömyyseläkkeiden vakuutusmaksuvastuu
Lisävakuutusvastuu
Osaketuottosidonnainen lisävakuutusvastuu
Korvausvastuu
Alkaneiden vanhuuseläkkeiden korvausvastuu
Alkaneiden työkyvyttömyyseläkkeiden korvausvastuu
Tasausvastuu
Tasoitusmäärä
Vakuutusmaksuvastuu sisältää tulevien vanhuus- ja työkyvyttömyyseläkkeiden suoritus-
ten lisäksi lisävakuutusvastuun ja osaketuottosidonnaisen lisävakuutusvastuun. Lisäva-
kuutusvastuusta maksetaan mm. asiakashyvitykset ja sillä puskuroidaan sijoitusten arvon
muutoksia. Osaketuottosidonnaisella lisävakuutusvastuulla puskuroidaan osakeheilahtelu-
jen riskiä järjestelmätasolla.
Korvausvastuuseen luetaan maksussa olevista eläkkeistä aiheutuvat vastuut sekä tasoi-
tusmäärä, jolla varaudutaan vakuutusliikkeen heilahteluihin. Tällaisia tappiollisia heilah-
teluita ovat esimerkiksi eläkkeiden suuri alkavuus ja ennakoitua pienempi kuolevuus.
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3.5 Rahastokorko i0
Korkokantana työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeessä käytetään ns. rahastokorkoa
i0. Kyseinen korko on eläkkeiden pääoma-arvojen laskennassa käytetty tekninen korko.
(3.10) i0 = 3, 0%⇒ δ = ln(1 + i0) = ln(1 + 3, 0%) .
3.6 Vastaiset ja alkaneet vanhuuseläkevastuut
Vastaisella vanhuuseläkevastuulla tarkoitetaan sellaisten vanhuuseläkkeiden pääoma-arvoja,
jotka eivät vielä ole maksussa. Tässä tutkielmassa vanhuuseläkevastuita tarkastellaan hen-
kilötasolta ikäkohtaisesti.
Määritelmä 3.11. Eläkeyhtiön vastuulla oleva osa vastaisesta vanhuuseläkevastuusta
vuoden v lopussa x-ikäisillä on
(3.12) V¯ Vv,x = E
R
v,x
N¯w
Dx+ 1
2
,
missä ERv,x on kyseisen henkilön rahastoitujen osien summa eläkeyhtiössä ja w on työn-
tekijän eläkelain laskennallinen eläkeikä (65 vuotta). Jos x > w, muunnetaan rahastoitu
osa vastaamaan vakuutetun ikää laskentahetkellä kaavan 3.4 mukaisesti, jolloin vanhuuse-
läkevastuu ei muutu.
Vastuut lasketaan hetkelle 31.12.v, jolloin ikä x + 1
2
vastaa keskimäärin vakuutetun ikää
kyseisellä hetkellä. Käytännössä N¯ - ja D-luvut taulukoidaan vastaaman kokonaislukuikiä,
jolloin vastainen vanhuuseläkevastuu lasketaan D-lukuja keskiarvoistamalla
(3.13) V¯ Vv,x = E
R
v,x ·
1
2
(
N¯w
Dx+1
+
N¯w
Dx
)
.
Alkaneella vanhuuseläkevastuulla tarkoitetaan sellaisten vanhuuseläkkeiden pääoma-
arvoja, jotka ovat jo maksussa, mutta osa suorituksista maksetaan vasta tulevaisuudessa.
Määritelmä 3.14. Eläkeyhtiön vastuulla oleva osa alkaneesta vanhuuseläkevastuusta
vuoden v lopussa x-ikäisellä on
(3.15) V¯ V Av,x = E
R
v,x
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
,
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missä ERv on kyseisen henkilön rahastoitujen osien summa eläkeyhtiössä. Käytännössä
alkanut vanhuuseläkevastuu lasketaan N¯ ja D-lukuja keskiarvoistamalla
(3.16) V¯ V Av = E
R
v ·
1
2
(
N¯x+1
Dx+1
+
N¯x
Dx
)
.
Mikäli henkilö on kuollut vuonna v asetetaan ERv = 0, jolloin myös vanhuuseläke-
vastuu kyseisen henkilön osalta on 0. Käytännössä järjestelmissä lasketaan myös vuonna
v kuolleille henkilöille vanhuuseläkevastuu ilman rahastoidun eläkkeen nollausta hetkel-
lä 31.12.v määritelmän 3.11. tai 3.14. mukaisesti riippuen siitä, oliko henkilö eläkkeellä
kuollessaan vai ei. Tällaista laskennallista vastuuta kutsutaan kuolleilta vapautuneeksi
vanhuuseläkevastuuksi ja merkitään
(3.17) EVv := E
V ∗
v + E
V A
v = V¯
V
v + V¯
V A
v ,
missä V¯ V Av ja V¯
V
v sisältävät vain vuonna v kuolleiden vastuut laskettuna hetkelle 31.12.v.
Suuretta 3.17. tarvitaan vanhuuseläkeliikkeen tuloksen seuraamiseen ns. vahinkosuhteen
kautta.
3.7 Vanhuuseläkeliikkeen seuranta ja vahinkosuhde
Työntekijän eläkelaissa vanhuuseläkeliikettä seurataan kahdella eri mittarilla, joista toi-
nen on vanhuuseläkkeiden tasoitusmäärä (kts. osio 3.4) ja toinen on ns. vahinkosuhde.
Tasoitusmäärä sisältää sekä kassavirran että kahden vuoden välisen vastuiden muutok-
sen, jolloin sen avulla on vaikeampi suoraan mitata kuolevuusmallin osuvuutta, mikäli
vastuissa tapahtuu muita kuin korkoutuvuuden ja kuolevuuden kautta tulevia muutoksia.
Tällaisia muutoksia ovat esimerkiksi vastuunsiirrot eläkeyhtiöiltä eläkesäätiöille (ja toisin
päin).
Vanhuuseläkeliikkeen tuloksen tarkastelussa vuoden v vastuut oletetaan tasokorottamat-
tomiksi (iv = 0), koska kyseiset vastuutäydennykset ovat siirtoja tasauksesta, eivätkä siten
vaikuta vanhuuseläkeliikkeen tulokseen tarkasteluvuonna.
Määritelmä 3.18. Tasoitusmäärän kautta vanhuuseläkeliikkeen tulosta x-ikäisillä voi-
daan tarkastella vuonna v kaavalla.
(3.19) Uv,x = (1+i0)(V¯
V
v−1,x−1 + V¯
V A
v−1,x−1)+(1+i0)
1
2P Vv,x−(1+i0)
1
2EV RMv,x −(V¯ Vv,x+ V¯ V Av,x ) .
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Tässä tutkielmassa tarkastellaan vanhuuseläkeliikettä kuitenkin ns. vahinkosuhteen
kautta. Vahinkosuhteen ja määritelmän 3.19. yhteneväisyyksiin palataan teorian tasolla
vielä tämän osion lopussa.
Lause 3.20. Oletetaan, että x-ikäiset henkilöt eivät ole eläkkeellä vielä vuonna v, jol-
loin henkilöiden vanhuuseläkevastuu on vastaista. Oletetaan henkilöiden jäljellä olevan
elinajan lisäksi noudattavan satunnaismuuttujan Tx jakaumaa. Vuonna v satunnaismuut-
tujan Tx jakauman määräämä kuolleilta vapautuva vastainen vanhuuseläkevastuu on
(3.21) V Vv,x(Q) ≈
1− e−µx
e−µx
ERv
N¯w
Dx+ 1
2
+
e−
1
2
µx − 1
e−
1
2
µx
∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
≈ (µx + 1
2
µ2x)V¯
V
v,x ,
missä V¯ Vv,x on vuoden v lopussa elossa olevien vastainen vanhuuseläkevastuu. Ensimmäi-
nen approksimaatio seuraa todennäköisyyden P (Tx+ 1
2
≥ 1) approksimaatiosta ja toisessa
on käytetty Taylorin sarjakehitelmää. Taylorin sarjan käyttö juontaa juurensa aikaan,
jolloin järjestelmien laskentateho ei vielä riittänyt eksponenttifunktion kaltaisiin lasku-
toimituksiin. Toisen kertaluvun Taylorin polynomi on riittävä approksimaatio, eikä siitä
ole luovuttu enää myöhemmässäkään vaiheessa esitystavan vakiinnuttua. Lisärahastoinnin
vaikutus teoreettisesti kuolleilta vapautuvaan vastuuseen on oletettu nollaksi.
Todistus. Tarkastellaan x-ikäistä henkilöä, jonka eläkeikä on w = x + n. On perustel-
tua olettaa, että jäljellä olevaa elinaikaa kuvaavan satunnaismuuttujan Tx jakauma on
mallinnettu siten, että
(3.22) P (Tx ≥ n) = P (X ≥ n|X ≥ x) < P (X ≥ n|X ≥ x+ 1) = P (Tx+1 ≥ n) .
Käytännössä tämä tarkoittaa, että mikäli x-ikäinen henkilö elää ikään x+ 1 asti, on eläk-
keen realisoituminen hetkellä n todennäköisempää kuin iässä x. Pääoma-arvojen avulla
kirjoitettuna tämä on
(3.23)
N¯w
Dx+ 1
2
<
N¯w
Dx+1+ 1
2
,
jolloin havaitaan, että vastainen vanhuuseläkevastuu kasvaa myös ilman lisärahastointia
vuodesta v vuoteen v + 1, mikäli kuolemia ei tapahdu vuoden v aikana. Kuoleman vai-
kutus vastaiseen vanhuuseläkevastuuseen tulee siis ainoastaan rahastoidun vanhuuseläk-
keen nollauksen kautta (määritelmä 3.1). Mikäli kukaan ei kuole vuoden v aikana, pätee
vastaiselle vanhuuseläkevastuulle
(3.24) V¯ Vv = E
R
v−1
N¯w
Dx+ 1
2
+ ∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
.
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Mikäli vuonna v on vapautunut vastaista vastuuta kuolemien kautta, saadaan vastuun
määrä kaavalla
(3.25) EV ∗v = E
R
v−1
N¯w
Dx+ 1
2
+ ∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
− ERv
N¯w
Dx+ 1
2
.
Todennäköisyys, että x− 1
2
-vuotias henkilö elää x+ 1
2
-vuotiaaksi on korollaarin 2.9. nojalla
(3.26) P (Tx− 1
2
≥ 1) = e−
∫ x+12
x− 12
µudu ≈ e−µx .
Oletetaan, että lisärahastointi tapahtuu keskimäärin keskellä vuotta v, jolloin toden-
näköisyys sille, että lisärahastoinnin piirissä oleva henkilö on elossa vuoden lopussa on
P (Tx >
1
2
). Mikäli kuolemia tapahtuu nyt jakauman Tx olettama määrä, pätee vuoden v
rahastoidulle osalle
ERv = P (Tx− 1
2
≥ 1)ERv−1 + P (Tx >
1
2
)∆ERv
⇔ ERv−1 =
ERv
P (Tx− 1
2
≥ 1) −
∆ERv
P (Tx >
1
2
)
.
Kuolleilta vapautuneeksi vastaiseksi vanhuuseläkevastuuksi saadaan nyt
EV ∗v =
(
ERv
P (Tx− 1
2
≥ 1) −
∆ERv
P (Tx >
1
2
)
)
N¯w
Dx+ 1
2
+ ∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
− ERv
N¯w
Dx+ 1
2
=
(
1
P (Tx− 1
2
≥ 1) − 1
)
ERv
N¯w
Dx+ 1
2
+
(
1− 1
P (Tx >
1
2
)
)
∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
≈ 1− e
−µx
e−µx
ERv
N¯w
Dx+ 1
2
+
e−
1
2
µx − 1
e−
1
2
µx
∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
Koska lisärahastoinnin ∆ERv piirissä olevat henkilöt ovat verrattain nuoria (määritelmä
3.1), on −1
2
µx lähellä nollaa, ja lisäksi koska lisärahastoinnin määrä suhteessa koko vas-
taiseen vanhuuseläkevastuuseen on pieni, voidaan olettaa
e−
1
2
µx − 1
e−
1
2
µx
∆ERv
N¯w
Dx+ 1
2
≈ 0 .
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Vastaisen vanhuuseläkkeen teoreettisesti kuolleilta vapautuva vastuu iässä x vuonna v on
tällöin
(3.27) V Vv,x(Q) ≈
1− e−µx
e−µx
ERv
N¯w
Dx+ 1
2
≈ (µx + 1
2
µ2x)V¯
V
v,x .
Lause 3.28. Oletetaan, että x-ikäiset henkilöt ovat eläkkeellä vuonna v, jolloin henkilöi-
den vanhuuseläkevastuu on alkanutta. Oletetaan henkilöiden jäljellä olevan elinajan nou-
dattavan satunnaismuuttujan Tx jakaumaa. Vuonna v satunnaismuuttujan Tx jakauman
määräämä kuolleilta vapautuva alkanut vanhuuseläkevastuu on
(3.29) V V Av,x (Q) ≈ (µx +
1
2
µ2x)V¯
V A
v,x ,
missä V¯ V Av,x on vuoden v lopussa elossa olevien x-ikäisten alkanut vanhuuseläkevastuu.
Myös alkaneen vanhuuseläkevastuun tapauksessa on tapana esittää vapautuva vastuu Tay-
lorin toisen kertaluvun polynomin avulla.
Todistus. Oletetaan, että jäljellä olevan eliniän jakauma on mallinnettu siten, että
(3.30) E(Tx) = E(X|X ≥ x) > E(X|X ≥ x+ 1) = E(Tx+1) .
Alkaneen vanhuuseläkkeen pääoma-arvojen osalta on tällöin voimassa
(3.31)
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
>
N¯x+1+ 1
2
Dx+1+ 1
2
.
Eläkkeen maksaminen iästä x ikään x + 1 on siis rakennettu sisään pääoma-arvoihin.
Pääoma-arvojen kautta tapahtuvan alkaneen vanhuuseläkevastuun purkautumisen ja ter-
min EV RMv,x vastaavuutta pohditaan tutkielmassa vielä myöhemmin tarkemmin. Alkanei-
den vanhuuseläkkeiden osalta lisärahastointia ∆ERv ei määritelmän 3.1. perusteella tapah-
du, joten kuolemien kautta alkanutta vanhuuseläkevastuuta vapautuu rahastoidun osan
nollauksen kautta
(3.32) EV Av = E
R
v−1
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
− ERv
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
.
Mikäli kuolemia tapahtuu jakauman noudattama määrä, saadaan
ERv = P (Tx− 1
2
≥ 1)ERv−1 ⇔ ERv−1 =
ERv
P (Tx− 1
2
≥ 1) .
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Kuolleilta vapautuneeksi alkaneeksi vanhuuseläkevastuuksi saadaan nyt
EV Av =
(
ERv
P (Tx− 1
2
≥ 1)
)
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
− ERv
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
=
(
1
P (Tx− 1
2
≥ 1) − 1
)
ERv
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
≈ 1− e
−µx
e−µx
ERv
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
.
Soveltamalla jälleen Taylorin sarjakehitelmää on teoreettisesti kuolleilta vapautunut al-
kanut vanhuuseläkevastuu
(3.33) V V Av,x (Q) ≈ (µx +
1
2
µ2x)V¯
V A
v,x .
Toteutunut kuolleilta vapautunut vastuu ja teoreettisesti kuolleilta vapautunut vastuu
antavat työkalut seurata vanhuuseläkeliikkeen tulosta käytössä olevan kuolevuusmallin
kautta.
Määritelmä 3.34. Kuolevuusmallin osuvuutta voidaan mitata vahinkosuhteella tai teo-
reettisesti ja todellisesti vapautuneen vastuun erotuksena. Vahinkosuhde iässä x vuonna
v on
rsv,x =
1−e−µx
e−µx (V¯
V A
v,x + V¯
V
v,x)
EVv,x
≈ (µx +
1
2
µ2x)(V¯
V A
v,x + V¯
V
v,x)
EVv,x
:=
Vv,x(Q)
EVv,x
.
Euroina tulos saadaan tarkastelemalla erotusta
∆ = EVv,x − Vv,x(Q) .
Työntekijän eläkelain vanhuuseläkeliikkeessä pyritään ns. nollatulokseen, eli kuolevuus
pyritään mallintamaan siten, että rsv,x = 1 kaikilla x ∈ N, x > 18. Tarkastellaan vielä
vahinkosuhteen ja määritelmän 3.15. yhteneväisyyksiä.
Lause 3.35. Määritelmän 3.15. mukaiselle vanhuuseläkeliikkeen tulokselle Uv,x pätee vas-
taisen vanhuuseläkkeen tapauksessa
(3.36) Uv,x =

> 0 , rsv,x < 1
0 , rsv,x = 1
< 0 , rsv,x > 1
.
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Todistus. Vastaisen vanhuuseläkkeen tapauksessa maksettu rahastoitu kuukausieläke EV RMv,x =
0. Oletetaan, että x-ikäisiä on vuoden v lopussa elossa a prosenttia. Kuolevuuden ollessa
lähes vakio vuoden aikana, voidaan arvioida
(3.37) P (Tx >
1
2
) = e−
∫ x+12
x µtdt ≈ e− 12µx ≈
√
e
− ∫ x+12
x− 12
µtdt
=
√
P (Tx− 1
2
> 1) ,
jolloin vuoden v aikana lisärahastoinnin ansaintahetkeen (keskimäärin vuoden v puoliväli)
selvinneistä
√
a prosenttia on elossa vuoden v lopussa. Vanhuuseläkeliikkeen tulos saadaan
parametrin a avulla kirjoitettua muotoon
Uv,x = (1 + i0)V¯
V
v−1,x−1 + (1 + i0)
1
2P Vv,x − V¯ Vv,x
= eδERv−1
N¯w
Dx− 1
2
+
√
eδ∆ERv
N¯w
Dx
− ERv
N¯w
Dx+ 1
2
= eδERv−1
N¯w
Dx− 1
2
+
√
eδ∆ERv
N¯w
Dx
− (aERv−1 +√a∆ERv ) N¯wDx+ 1
2
=
(
eδ
N¯w
Dx− 1
2
− a N¯w
Dx+ 1
2
)
ERv−1 +
(√
eδ
N¯w
Dx
−√a N¯w
Dx+ 1
2
)
∆ERv .
Koska kaavoissa esiintyville pääoma-arvoille pätee
N¯w
Dx− 1
2
=
Dx+ 1
2
Dx− 1
2
N¯w
Dx+ 1
2
= e−δP (Tx − 1
2
> 1)
N¯w
Dx+ 1
2
ja
N¯w
Dx
=
Dx+ 1
2
Dx
N¯w
Dx+ 1
2
=
√
e−δ
√
P (Tx − 1
2
> 1)
N¯w
Dx+ 1
2
,
saadaan termille Uv,x esitys
Uv,x =
(
P (Tx− 1
2
> 1)
N¯w
Dx+ 1
2
− a N¯w
Dx+ 1
2
)
ERv−1 +
(√
P (Tx >
1
2
)
N¯w
Dx+ 1
2
−√a N¯w
Dx+ 1
2
)
∆ERv .
Väite seuraa tästä, sillä määritelmän 3.31. ja lauseen 3.25. nojalla
rsv,x > 1⇔ EVv < V Vv,x(Q)⇔ a > P (Tx− 1
2
> 1)
rsv,x = 1⇔ EVv = V Vv,x(Q)⇔ a = P (Tx− 1
2
> 1)
rsv,x < 1⇔ EVv > V Vv,x(Q)⇔ a < P (Tx− 1
2
> 1) .
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Lause 3.38. Määritelmän 3.15. mukaiselle vanhuuseläkeliikkeen tulokselle Uv,x pätee al-
kaneen vanhuuseläkeliikkeen tapauksessa
(3.39) Uv,x =

> 0 , rsv,x < 1
0 , rsv,x = 1
< 0 , rsv,x > 1
.
Todistus. Alkaneen vanhuuseläkkeen tapauksessa vanhuuseläkeosa P Vv,x = 0. Oletetaan,
että x-ikäisiä eläkkeellä olevia on vuoden v lopussa elossa a prosenttia. Vanhuuseläkeliik-
keen tulos saadaan parametrin a avulla kirjoitettua muotoon
Uv,x = (1 + i0)V¯
V A
v−1,x−1 − (1 + i0)
1
2EV RMv,x − V¯ V Av,x
= eδERv−1
N¯x− 1
2
Dx− 1
2
−
√
eδEV RMv,x − ERv
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
= eδERv−1
N¯x− 1
2
Dx− 1
2
−
√
eδEV RMv,x − aERv−1
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
= eδERv−1
Dx+ 1
2
Dx− 1
2
N¯x− 1
2
Dx+ 1
2
−
√
eδEV RMv,x − aERv−1
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
= P (Tx− 1
2
> 1)ERv−1
N¯x− 1
2
Dx+ 1
2
−
√
eδEV RMv,x − aERv−1
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
= P (Tx− 1
2
> 1)ERv−1
N¯x+ 1
2
+Dx
Dx+ 1
2
−
√
eδEV RMv,x − aERv−1
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
=
(
P (Tx− 1
2
> 1)
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
− a
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
)
ERv−1 +
(
Dx+ 1
2
Dx
)−1
P (Tx− 1
2
> 1)ERv−1 −
√
eδEV RMv,x
=
(
P (Tx− 1
2
> 1)
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
− a
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
)
ERv−1 +
√
eδP (Tx− 1
2
> 1)√
P (Tx− 1
2
> 1)
ERv−1 −
√
eδEV RMv,x
=
(
P (Tx− 1
2
> 1)
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
− a
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
)
ERv−1 +
√
eδ
√
P (Tx− 1
2
> 1)ERv−1 −
√
eδEV RMv,x .
Oletetaan, että rahastoitua vanhuuseläkettä maksetaan vuoden v aikana sille osalle po-
pulaatiota, joka on elossa vuoden v puolessa välissä. Keskimäärin tämä osuus on
√
a
prosenttia populaatiosta. Vuoden v aikana maksettu rahastoitu vanhuuseläke on tällöin
EV RMv,x =
√
aERv−1
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Termi Uv,x saadaan nyt muotoon
Uv,x =
(
P (Tx− 1
2
> 1)
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
− a
N¯x+ 1
2
Dx+ 1
2
)
ERv−1 +
(√
P (Tx− 1
2
> 1)−√a
)√
eδERv−1 .
Lauseen väite seuraa tästä, sillä
rsv,x > 1⇔ EV Av < V V Av,x (Q)⇔ a > P (Tx− 1
2
> 1)
rsv,x = 1⇔ EV Av = V V Av,x (Q)⇔ a = P (Tx− 1
2
> 1)
rsv,x < 1⇔ EV Av > V V Av,x (Q)⇔ a < P (Tx− 1
2
> 1) .
Lauseiden 3.35. ja 3.38. perusteella voidaan todeta, että teorian tasolla vahinkosuhteen
ja vanhuuseläkeliikkeen tuloksen välillä ei ole ristiriitoja. Käytännössä lauseissa tehtiin
kuitenkin teoreettisia oletuksia kassavirrasta, jotka eivät käytännön tasolla välttämättä
toteudu. Lisäksi tilanteet, joissa henkilö jää vuoden v aikana eläkkeelle, eli siirtyy vas-
taisista vastuista alkaneisiin, jätettiin käsittelyn ulkopuolelle. Jatkossa tässä tutkielmassa
tarkastellaan vanhuuseläkeliikettä ainoastaan vahinkosuhteen kautta.
Vanhuuseläkeliikkeen vahinkosuhdetta seurataan vuosittain eläkeyhtiöiltä kerättävän ris-
kiperusteanalyysin avulla. Riskiperusteanalyysillä eläkeyhtiöt antavat tiedon sekä toteu-
tuneesta kuolleilta vapautuneesta että teoreettisesti kuolleilta vapautuneesta vastuusta
ikäkohtaisesti oman vakuutuskantansa osalta. Tiedot toimitetaan Eläketurvakeskukseen
yhdistämistä varten. Riskiperusteanalyysin kuolevuuksiin palataan tutkielmassa myöhem-
min.
Tähän asti N¯ - ja D-luvut on esitelty yleisen teorian kautta, eikä satunnaismuuttujan
Tx jakaumasta ole tehty oletuksia. Seuraavissa osioissa esitellään työntekijän eläkelaissa
käytetyn Gompertz-kuolevuusmallin yleisiä ominaisuuksia ja tarkastellaan tällä hetkellä
käytössä olevan kuolevuusmallin parametreja. Kuten tässä osiossa esitellyistä kaavoista
ilmenee, on työntekijän eläkelaissa suuri merkitys sillä, miten kuolevuutta ja sitä kautta
pääoma-arvoja mallinnetaan. Käytetyllä mallilla on relevantti vaikutus sekä vanhuuselä-
kemaksuihin että -vastuisiin.
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Luku 4
Yleinen Gompertz-kuolevuusmalli
4.1 Gompertz-jakauma
Tässä osiossa esitellään yleinen Gompertz-jakauma ja sen ominaisuudet. Yleinen Gompertz-
jakauma on määritelty koko reaaliakselilla, mutta kuolevuuden mallintamisessa se rajoi-
tetaan vain positiivisille arvoille. Gompertz-jakaumaa käytetään kuolevuuden yhteydessä
mallintamaan elinajan jakaumaa.
Määritelmä 4.1. Jatkuvan Gompertz-jakauman tiheysfunktio parametreilla a > 0 ja
b > 0 on muotoa
f (x) = aebx−
a
b (ebx−1), missä x ∈ (−∞,∞) .
Gompertz-kuolevuusmallin yhteydessä x kuvaa ikää, jolloin se rajataan luonnollisesti puo-
liavoimelle välille x ∈ [0,∞[. Kertymäfunktioksi saadaan tällöin
F (x) =
∫ x
0
aebt−
a
b (ebt−1)dt =
x/
0
−eab (1−ebt) = 1− eab (1−ebx) .
Lause 4.2. Gompertz-jakauman Laplace-muunnos on
(4.3) L(s) =
a
b
e
a
bE s
b
(a
b
)
a, b > 0,
missä E s
b
(a
b
) =
∫∞
1
e−
a
b
q
q
s
b
dq.
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Todistus.
L(s) =
∫ ∞
0
f(x)e−sxdx
=
∫ ∞
0
aebx−
a
b (ebx−1)e−sxdx
=
∫ ∞
0
a(bebx)
b
e−
a
b
ebxe
a
b (ebx)
− s
bdx
=
a
b
e
a
b
∫ ∞
0
e−
a
b
ebx(ebx)−
s
b bebxdx .
Tekemällä integraaliin sijoitus q = ebx, saadaan dq = bebxdx, jolloin
L(s) =
a
b
e
a
b
∫ ∞
1
e−
a
b
qq−
s
bdq =
a
b
e
a
bE s
b
(
a
b
) .
Lause 4.4. Gompertz-jakautuneen satunnaismuuttujan X n:s momentti on
(4.5) E[Xn] =
n!
bn
e
a
bEn−11 (z) ,
missä En−11 (z) =
1
(n−1)!
∫∞
1
ln(x)n−1x−1e−
a
b
xd (z).
Todistus. Koska L(s) =
∫∞
0
f(x)e−sxdx = E[e−sX ], saadaan derivoimalla
d
ds
L(s) =
d
ds
E[e−sX ] = E[−Xe−sX ]
ja vastaavasti n:s derivaatta
dn
dsn
L(s) =
dn
dsn
E[e−sX ] = E[(−X)ne−sX ] .
Valitsemalla s = 0 ja käyttämällä lausetta 2.4., saadaan
E[X] = − d
ds
L(s)
∣∣∣∣
s=0
=
a
b
e
a
b
∫ ∞
1
1
b
e−
a
b
xln(q)dq
E[X2] =
d2
ds2
L(s)
∣∣∣∣
s=0
=
a
b
e
a
b
∫ ∞
1
1
b2
e−
a
b
x[ln(q)]2dq
...
E[Xn] = (−1)(n+1) d
n
dsn
L(s)
∣∣∣∣
s=0
=
a
b
e
a
b
∫ ∞
1
1
bn
e−
a
b
x[ln(q)]ndq .
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Käyttämällä osittaisintegrointia saadaan
E[Xn] =
a
b
e
a
b
∫ ∞
1
1
bn
e−
a
b
q[ln(q)]ndq
=
1
bn
a
b
e
a
b
[
lim
m→∞
(
m/
1
− b
a
e−
a
b
x[ln(q)]n
)
−
∫ ∞
1
− b
a
e−
a
b
qn
q
[ln(q)]n−1dq
]
= e
a
b
∫ ∞
1
e−
a
b
qx−1
n
bn
[ln(q)]n−1dq .
Koska määritelmän mukaan
Ejs(z) =
(−1)j
j!
∂j
∂sj
Es(z) =
1
Γ(j + 1)
∫ ∞
1
[ln(x)]jx−se−zxdx
ja
E0s (z) ≡ Es(z) ,
saadaan
E[Xn] =
n!
bn
e
a
bEn−11 (z) .
Korollaari 4.6. Gompertz-jakautuneen satunnaismuuttujan X odotusarvo on
(4.7) E[X] =
1
b
e
a
b
∫ ∞
1
x−1e−
a
b dx =
1
b
e
a
bE1
(a
b
)
.
Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 4.4.
Koska Gompertz-jakautuneella satunnaismuuttujalla kuvataan vastasyntyneen jäljellä
olevaa elinaikaa, saadaan sen avulla mallinnettua kuolemisen todennäköisyys iän x funk-
tiona.
Lause 4.8. Gompertz-kuolevuusmallin kuolevuusintensiteetti µ iässä x saadaan kaavalla
(4.9) µx = ae
bx = ebx+ln(a) , missä x > 0, a > 0, b > 0
Todistus. Kuolevuusintensiteetin määritelmästä 2.4 saadaan
µx =
f(x)
1− F (x)
Gompertz-jakauman tapauksessa
(4.10) µx =
aebx−
a
b (ebx−1)
1− 1 + eab (1−ebm) = ae
bx−a
b
(ebx−1)−a
b
(1−ebx) = aebx .
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Gompertz-kuolevuusmalli on yksinkertainen tapa mallintaa populaation kuolevuut-
ta, mikäli parametrit a ja b saadaan approksimoitua esimerkiksi suoraan aineistosta luo-
tettavasti. Koska tällä tekniikalla ei mallia kuitenkaan saada sovitettua osuvasti kaikille
kohorteille ja sukupuolille, on työntekijän eläkelaissa otettu kuolevuuden vuosittainen ale-
neminen, kohorttien erot ja kuolevuuden sukupuolikohtaisuus huomioon ns. ikäsiirtopara-
metrin b2 avulla. Työntekijän eläkelain mukaisissa laskuperusteissa vanhuuseläkeliikkeen
kuolevuusmalli määritellään kuolevuusintensiteetin µx kautta.
Työntekijän eläkelaissa käytössä olevaa Gompertz-kuolevuusmallia on tarkasteltu seuraa-
vassa osiossa.
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Luku 5
Gompertz-kuolevuusmalli työntekijän
eläkelaissa
Nykyinen yksiosainen Gompertz-kuolevuusmalli on ollut käytössä työeläkejärjestelmässä
sen alusta asti. Sen etuina on katsottu olevan mm. mallin yksinkertaisuus. Jakauman taso-
ja muotoparametrien lisäksi mallissa on käytössä ns. ikäsiirtoparametri b2. Aluksi para-
metrin b2 avulla huomioitiin ainoastaan sukupuolten välinen ero kuolevuudessa. Vuodesta
1987 alkaen parametrista b2 tehtiin kymmenvuotiskohorttikohtainen. Tämän muutoksen
avulla malli huomioi myös kuolevuuden alenemisen. Mallin valinnalla ja osuvuudella on
merkitystä vanhuuseläkeliikkeessä, sillä se määrää pääoma-arvokertoimet, joilla varaudu-
taan vastaisten ja alkaneiden vanhuuseläkkeiden suorituksiin tulevaisuudessa.
Määritelmä 5.1. Nykyisen yksiosaisen kuolevuusmallin (Gompertz) kuolevuusintensi-
teetti µ iässä x saadaan kaavalla
µx = a1e
a2(x+b2) = ea2(x+b2)+ln(a1), missä x > 0, a1 > 0, a2 > 0.
Kuolevuusmallin parametreihin on vuosien saatossa tehty useita muutoksia TEL:n/TyEL:n
kuolevuuksien muutosten vuoksi. Viimeisin parametrimuutos kuolevuusmalliin tehtiin
vuoden 2001 lopussa, jota edelsi muutos vuoden 1996 lopussa. Lisäksi vuonna 2008 tehtiin
tekninen muutos 90-luvun kohortin huomioimiseksi. Tällä hetkellä naisten kuolevuus vas-
taa 7 vuotta nuoremman miehen kuolevuutta (ikäsiirtoparametrien sukupuolten välinen
ero on 7) ja ikäsiirtoparametri olettaa kuolevuuden alentuvan yhdellä vuodella kymme-
nessä vuodessa.
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Määritelmä 5.2. TyEL:n Gompertz-kuolevuusmallin laskuperusteiden 2015 mukaiset
parametrit.
a1 = 5 · 10−5e−0,57
a2 = 0, 095
b2,mies =

0, v − x < 1930
0, 1930 ≤ v − x < 1940
−1, 1940 ≤ v − x < 1950
−2, 1950 ≤ v − x < 1960
−3, 1960 ≤ v − x < 1970
−4, 1970 ≤ v − x < 1980
−5, 1980 ≤ v − x < 1990
−6, 1990 ≤ v − x < 2000
−7, 2000 ≤ v − x < 2010
−8, 2010 ≤ v − x < 2014
b2,nainen =

−7, v − x < 1930
−7, 1930 ≤ v − x < 1940
−8, 1940 ≤ v − x < 1950
−9, 1950 ≤ v − x < 1960
−10, 1960 ≤ v − x < 1970
−11, 1970 ≤ v − x < 1980
−12, 1980 ≤ v − x < 1990
−13, 1990 ≤ v − x < 2000
−14, 2000 ≤ v − x < 2010
−15, 2010 ≤ v − x < 2014
0,00000000
0,05000000
0,10000000
0,15000000
0,20000000
0,25000000
0,30000000
0,35000000
0,40000000
18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98 100
Kuolevuusintensiteetti 2015, mies Kuolevuusintensiteetti 2015, nainen
Kuva 5.1: Miesten ja naisten 18-100 vuotiaiden teoreettiset kuolevuusintensiteetit vuonna
2015
32
Lause 5.3. TyEL:n laskuperusteiden mukainen vastasyntyneen jäljellä oleva elinaika T
on kohortilla t ja sukupuolella s Gompertz-jakautunut parametrein at,s ja b
Tt,s ∼ Gompertz(at,s, b), missä at,s = a1ea2b2 ja b = a2
Todistus. Käyttämällä kuolevuusintensiteetin määritelmää saadaan
µx =
f(x)
1− F (x) =
d
dx
[−ln(1− F (x))]↔ −ln(1− F (x)) =
∫ x
0
µtdt
Ratkaisemalla kertymäfunktio F (x) yhtälöstä saadaan
F (x) = 1− e
∫ x
0 a1e
a2t+b2dt = 1− e
x/
0
a1
a2
ea2(t+b2 )
= 1− e−
a1
a2
ea2b2 (ea2x−1)
Valinnoilla a = a1e
a2b2 ja b = a2 kertymäfunktio on muotoa 1− eab (1−ebm).
Huomionarvoista on, että nykyisessä kuolevuusmallissa ainoastaan tasoparametri a
riippuu sukupuolesta ja kohortista. Näin ollen jakauman muoto on vakio yli mallin piirissä
olevan populaation.
5.1 Nykymallin vahinkosuhteet
Kuten osiossa 3.6. kuvattiin, mitataan kuolevuusmallin osuvuutta vastuiden kautta las-
ketun vahinkosuhteen mukaan. Vuoden v lopussa x-ikäisiä henkiinjääviä on teoreettisen
kuolevuuden mukaan osuus
(5.4) exp
{
−
∫ x+ 1
2
x− 1
2
µtdt
}
≈ e−µx .
Vuoden v ikäkohtainen vanhuuseläkeliikkeen vahinkosuhde lasketaan määritelmän 3.32.
mukaisesti kaavalla
rsv,x =
1−e−µx
e−µx (V¯
V A
v,x + V¯
V
v,x)
EVv,x
≈ (µx +
1
2
µ2x)(V¯
V A
v,x + V¯
V
v,x)
EVv,x
:=
Vv,x(Q)
EVv,x
,
missä V¯ V Av,x on vuoden v lopussa elossaolevien x ikäisten alkanut vanhuuseläkevastuu ja
V¯ Vv,x vastaava vastainen vanhuuseläkevastuu. E
V
v,x on toteutunut kuolleilta x-ikäisiltä va-
pautunut vanhuuseläkevastuu. Kokonaisvahinkosuhde vuonna v saadaan summaamalla
osoittajan ja nimittäjän termit yli ikien. Kokonaisvahinkosuhde on ollut tappiollinen vuo-
sina 2008-2013. Vaikka kokonaisvahinkosuhde on saatu säännöllisten täydennysten (pa-
rametrimuutosten) avulla pidettyä hallinnassa, ovat sukupuolikohtaiset vahinkosuhteet
poikenneet toisistaan merkittävästi.
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Vuosi v rsv (yhteensä) rsv (miehet) rsv (naiset)
2008 102,7 % 103,8 % 100,0 %
2009 101,9 % 104,4 % 95,5 %
2010 102,0 % 104,2 % 96,5 %
2011 105,8 % 108,3 % 99,5 %
2012 104,7 % 109,5 % 94,5 %
2013 106,2 % 109,1 % 99,5 %
Taulukko 5.1: TyEL:n vanhuuseläkeliikkeen vahinkosuhteet vuosina 2008-2013
Sukupuolikohtaisten vahinkosuhteiden lisäksi kymmenvuotiskohorttikohtaiset vahinkosuh-
teet ovat poikenneet toisistaan merkittävästi vuosittain. Alla on taulukoitu vuoden 2013
vahinkosuhteet kohorteittain ja sukupuolittain.
Syntymävuosikymmen rsv (yhteensä) rsv (miehet) rsv (naiset)
>80-luku 43,9 % 34,7 % 70,0 %
80-luku 66,8 % 60,1 % 94,7 %
70-luku 106,9 % 104,6 % 115,5 %
60-luku 114,1 % 122,0 % 95,0 %
50-luku 105,7 % 105,7 % 105,7 %
40-luku 106,7 % 107,9 % 103,7 %
30-luku 110,7 % 116,2 % 101,3 %
<30-luku 79,3 % 93,4 % 65,8 %
Taulukko 5.2: TyEL:n vanhuuseläkeliikkeen vahinkosuhteet vuonna 2013 sukupuolittain
ja kymmenivuotiskohorteittain
Huomionarvoista on se, että vahinkosuhteet ovat tappiollisia kohorteissa, joissa vastuu-
paino on tällä hetkellä suuri (1940- ja 1950-syntyneet sekä miehillä 1960-syntyneet). Ko-
konaisvahinkosuhde painuu tappiolliseksi pääosin näiden tappiollisten kohorttien vuoksi.
Vanhoissa i'issä kuolevuusmalli tuottaa merkittävää ylijäämää, eli todellinen kuolevuus
on korkeampaa kuin nykymalli ennustaa (1920-luvulla ja sitä ennen syntyneillä). Tämä
ylijäämä ei kuitenkaan riitä nostamaan kokonaisvahinkosuhdetta positiiviseksi. On myös
intuitiivisesti selvää, ettei vanhoissa i'issä nykymallin oletus seitsemän ikävuoden erosta
kuolevuudessa sukupuolten välillä ole perusteltu.
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Siirrytään tutkimaan toteumakuolevuuksia kuolevuusintensiteettien avulla. Vuonna v x-
ikäisen kuolevuusintensiteetti saadaan laskettua riskiperusteanalyysillä ilmoitetun toteu-
tuneen kuolleilta vapautuneen vastuun ja teoreettisesti kuolleilta vapautuneen vastuun
kautta
EVv,x ≈
(
µvtot,x +
1
2
(
µvtot,x
)2)(
V¯ V Av,x + V¯
V
v,x
)
=
(
µvtot,x +
1
2
(
µvtot,x
)2)( Vv,x(Q)
(µx +
1
2
µ2x)
)
⇔ µvtot,x ≈ −1±
√
1 + 2
EVv,x(µx +
1
2
µ2x)
Vv,x(Q)
.
Seuraavassa kuvassa on esitetty vuosien 2008-2013 keskiarvokuolevuudet i'ttäin 50-
90-vuotiaille log-linearisoituna. Katkoviiva kuvaa nykymallin mukaista teoreettista kuole-
vuusintensiteettiä. Ohut yhtenäinen viiva on pienimmän neliösumman menetelmällä tehty
lineaarinen sovite.
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Keskiarvo 2008-2013, miehet Teor. kuolevuus, miehet Keskiarvo 2008-2013, naiset Teor. kuolevuus, naiset
Kuva 5.2: Toteumakuolevuudet verrattuna teoreettiseen kuolevuuteen 50-90-vuotiaila
2008-2013 keskiarvona(log-lin).
Kuvasta havaitaan, että työntekijän eläkelain toteumakuolevuus ei viime vuosina ole
ollut log-lineaarista. Vahinkosuhteiden mielessä tämä tarkoittaa sitä, että kohortti- ja ikä-
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kohtaisia kuolevuuksia ei saada osumaan ainoastaan mallin tasoparametria a1 muuttamal-
la, koska tällöin vanhojen ikäluokkien tuottama ylijäämä kasvaa samalla, kun tällä hetkellä
alijäämää tuottavat ikäluokat korjataan. Kuolevuuden poikkeaminen log-lineaarisuudesta
ei ole ainoastaan työntekijän eläkelain ilmiö. Seuraavassa kuvassa on tarkasteltu asiaa
vuosien 2003-2012 väestökuolevuuksien valossa.
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Keskiarvo 2003-2012, miehet Keskiarvo 2003-2012, naiset
Kuva 5.3: Väestön toteumakuolevuudet 50-90-vuotiaila 2003-2012 keskiarvona(log-lin).
Kuvien pohjalta näyttäisi, että paloittain log-lineaariseksi määritelty malli korjaisi sekä
havaitun ali- että ylijäämän pysyen kuitenkin teknisesti yksinkertaisena ja hallittavana.
Seuraavassa osiossa määritellään tällainen kaksiosaisen malli ja johdetaan sille parametrit
havaintoaineistosta.
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Luku 6
Kaksiosainen kuolevuusmalli
Määritellään kohortti- ja sukupuolikohtaisten vahinkosuhde-ennusteiden tasaamiseksi kak-
siosainen Gompertz-kuolevuusmalli, jossa tietyssä ikäsiirretyssä iässä k muutetaan jäljel-
lä olevan elinajan jakauman parametreja vastaamaan aineistosta havaittua kuolevuuden
käyttäytymistä.
6.1 Kaksiosaisen kuolevuusmallin määritelmä
Määritelmä 6.1. Kaksiosaisen kuolevuusmallin kuolevuusintensiteetti µx on
µx =
{
a11e
a12(x+b2) , kun x+ b2 ≤ k
a21e
a22(x+b2) , kun x+ b2 > k
.
Parametrit riippuvat kaksiosaisessa mallissa siis ikäsiirretystä iästä x+ b2. Kun ikäsiirto-
parametri b2 valitaan vakioksi rajaiän k molemmin puolin, on µ:n määritelmä yksikäsit-
teinen.
Parametrin k kiinnittämisen jälkeen parametrit ai1 ja ai2, i ∈ {1, 2} voidaan estimoi-
da sovittamalla logaritmiseen toteumakuolevuuteen suorat pienimmän neliösumman me-
netelmällä parametrin k molemmille puolille. Koska ikäsiirto b2 ei riipu rajasta k, voidaan
myös kaksiosaisen mallin pohjalta N¯x ja Dx taulukoida vastaamaan ikäsiirtämättömiä
ikiä, jolloin x-ikäiselle tiettyyn kohorttiin kuuluvalle henkilölle voidaan N- ja D-luvut ha-
kea ikäsiirtämättömästä taulukosta ikäsiirron b2 mukaisesti.
Seuraavissa osioissa esitellään parametrien johtaminen havaintoaineistosta sekä N- ja D-
lukujen laskeminen uudella kaksiosaisella sovitteella.
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Luku 7
Parametrien estimointi aineistosta
7.1 Vuoden 2016 toteumakuolevuuden estimointi
Kaksiosaisen kuolevuusmallin parametrit on laskettu sovittamalla ensin kaksiosainen log-
lineaarinen suora vuoden 2016 estimoituun riskiperusteanalyysin mukaiseen kuolevuuteen
valitun rajaiän k mukaisesti.
Vuoden 2016 TyEL-kuolevuus on ennustettu alentamalla vuosien 2009-2013 riskiperustea-
nalyysien ikäkohtaista liukuvaa keskiarvokuolevuutta Lee-Miller-mallin antamalla väestö-
kuolevuuteen pohjautuvalla mallilla.
Käytetty Lee-Miller-malli pohjautuu vuosien 1955-2013 väestökuolevuuksiin ja se antaa
ikäkohtaisen kuolevuuden vakiomuutoksen, jolla kuolevuus alenee vuodessa keskimäärin
noin 1,61 % miehillä ja naisilla noin 1,83 %. TyEL:n vastuupainotetun kuolevuuden on
havaittu noudattavan väestökuolevuutta tasosiirrettynä (TyEL-kuolevuuden ennustami-
sesta, Hakkarainen 2012 [4]), jolloin väestökuolevuuksien pitempi aikasarja-aineisto antaa
paremman lähtökohdan ennustaa myös TyEL-kuolevuutta.
Vuoden 2016 ikäkohtainen kuolevuusintensiteetti lasketaan kaavalla
(7.1) µ2016tot,x =
(1−∆x)(2016−2013)
5
2013∑
v=2009
(
µvtot,x
)
,
missä ∆x on ikäkohtainen Lee-Miller mallin antama kuolevuuden muutos vuodessa. Mal-
li olettaa muutoksen vuodessa vakioksi tietyssä iässä. Tällä tekniikalla saadaan vuodelle
2016 seuraavat kuolevuusintensiteetit
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Ikä µx
(miehet)
µx
(naiset)
18 0,00021 0,00004
19 0,00034 0,00008
20 0,00042 0,00012
21 0,00040 0,00008
22 0,00047 0,00012
23 0,00055 0,00016
24 0,00055 0,00010
25 0,00061 0,00015
26 0,00053 0,00016
27 0,00045 0,00018
28 0,00045 0,00013
29 0,00053 0,00020
30 0,00053 0,00017
31 0,00063 0,00020
32 0,00055 0,00019
33 0,00039 0,00018
34 0,00046 0,00030
35 0,00056 0,00020
36 0,00055 0,00030
37 0,00064 0,00025
38 0,00067 0,00033
39 0,00061 0,00040
40 0,00081 0,00054
41 0,00116 0,00041
42 0,00107 0,00047
43 0,00108 0,00072
44 0,00117 0,00065
45 0,00132 0,00071
Ikä µx
(miehet)
µx
(naiset)
46 0,00167 0,00071
47 0,00165 0,00094
48 0,00184 0,00086
49 0,00222 0,00110
50 0,00225 0,00123
51 0,00247 0,00142
52 0,00268 0,00168
53 0,00307 0,00200
54 0,00355 0,00208
55 0,00429 0,00230
56 0,00458 0,00205
57 0,00516 0,00284
58 0,00537 0,00288
59 0,00641 0,00357
60 0,00687 0,00361
61 0,00729 0,00413
62 0,00825 0,00454
63 0,00846 0,00470
64 0,01019 0,00521
65 0,01138 0,00603
66 0,01272 0,00643
67 0,01297 0,00716
68 0,01467 0,00707
69 0,01583 0,00820
70 0,01817 0,00918
71 0,01842 0,01010
72 0,01973 0,01117
73 0,02349 0,01203
Ikä µx
(miehet)
µx
(naiset)
74 0,02576 0,01338
75 0,02715 0,01568
76 0,03221 0,01812
77 0,03485 0,01962
78 0,04117 0,02295
79 0,04510 0,02656
80 0,05194 0,03095
81 0,05719 0,03514
82 0,06881 0,04185
83 0,07698 0,04886
84 0,08260 0,05360
85 0,09469 0,06964
86 0,11041 0,07543
87 0,13207 0,08767
88 0,13958 0,10373
89 0,15651 0,12116
90 0,17693 0,13584
91 0,18977 0,15949
92 0,23055 0,17352
93 0,24262 0,19330
94 0,28360 0,22478
95 0,29616 0,23676
96 0,18063 0,29784
97 0,35188 0,29159
98 0,45416 0,27426
99 0,50870 0,32981
100 0,60598 0,33829
Taulukko 7.1: Estimoidut TyEL-kuolevuudet i'ittäin vuonna 2016
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7.2 Suorasovitteet toteumakuolevuuteen
Vuoden 2016 ennustettuun toteumakuolevuuteen tehdään pienimmän neliösumman me-
netelmällä suorasovitteet molemmille sukupuolille
(7.2) ln(µˆ2016x ) =
{
α1x+ β1 , kun 40 ≤ x ≤ k ≤ 90
α2x+ β2 , kun 40 < k < x ≤ 90
, missä
α1 =
(k − 40 + 1)
(∑k
x=40 xln(µ
2016
tot,x)
)
−
(∑k
x=40 x
)(∑k
x=40 ln(µ
2016
tot,x)
)
(k − 40 + 1)
(∑k
x=40 x
2
)
−
(∑k
x=40 x
)2
α2 =
(90− k) (∑90x=k+1 xln(µ2016tot,x))− (∑90x=k+1 x) (∑90x=k+1 ln(µ2016tot,x))
(90− k) (∑90x=k+1 x2)− (∑90x=k+1 x)2
β1 =
(∑k
x=40 ln(µ
2016
tot,x)
)(∑k
x=40 x
2
)
−
(∑k
x=40 x
)(∑k
x=40 xln(µ
2016
tot,x)
)
(k − 40 + 1)
(∑k
x=40 x
2
)
−
(∑k
x=40 x
)2
β2 =
(∑90
x=k+1 ln(µ
2016
tot,x)
) (∑90
x=k+1 x
2
)− (∑90x=k+1 x) (∑90x=k+1 xln(µ2016tot,x))
(90− k) (∑90x=k+1 x2)− (∑90x=k+1 x)2 .
7.3 Rajaiän k valinta
Parametri k on mallissa suhteellisen vapaasti valittavissa. Optimaalisen rajaiän k selvittä-
miseksi on tarkasteltu miesten ja naisten logaritmisiin toteumakuolevuuksiin sovitettujen
kaksiosaisten suorien selitysasteita. Sovitteita on tehty sekä TyEL:n riskiperusteanalyy-
sien mukaisiin että Tilastokeskuksen julkaisemiin väestökuolevuuksiin.
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Kuolevuuden satunnaisuuden vuoksi sovitteet on tehty viiden vuoden liukuviin keskiarvo-
kuolevuuksiin. Lisäksi sovitteet on laskettu ainoastaan ikävälin 40-90 toteumakuolevuuk-
sien pohjalta, koska nuorilla ja vanhoilla pieni havaintomäärä ja tätä kautta kuolevuuden
satunnaisuus aiheuttavat sovitteisiin epätarkkuutta. Vastuupaino on myös näissä i'issä
pienehkö, joten näille havainnoille ei ole perusteltua antaa painoarvoa sovitteissa. Kak-
siosaisen suorasovitteen selitysaste on laskettu kaavalla
(7.3) R2v =
∑90
x=40
(
ln(µˆvx)− 1(90−40+1)
∑90
x=40 ln(µ
v
tot,x)
)2
∑90
x=40
(
ln(µvtot,x)− 1(90−40+1)
∑90
x=40 ln(µ
v
tot,x)
)2 .
Selitysasteiden valossa tasaisimman parannuksen sekä TyEL- että väestökuolevuuden se-
litysasteisiin tuottaa valinta k = 70, joka parantaa esimerkiksi TyEL:n vuosien 2009-2013
keskiarvokuolevuuteen sovitettuna selitysastetta noin 0,15 %-yksikköä miehillä ja 0,49
%-yksikköä naisilla verrattuna koko ikäväliin sovitettuun yksittäiseen suoraan. Vuosien
2001-2010 väestön keskiarvokuolevuuksissa vastaavat parannukset ovat 0,36 %-yksikköä
ja 1,62 %-yksikköä. 10 vuoden liukuvaan väestökuolevuuteen sovitettuna optimiraja k
näyttää olevan matalampi kuin TyEL:n kuolevuuteen sovitettuna. Valinta k = 70 tuottaa
molemmissa kuolevuuksissa merkittävät selitysasteen parannukset etenkin naisilla.
7.4 Suorasovitteiden parametrit
Valitsemalla k = 70 ja sovittamalla suorat pienimmän neliösumman menetelmällä vuoden
2016 ennustettuun toteumakuolevuuteen ikävälille 40-90 saadaan
ln(µˆ2016x,mies) ≈
{
0, 1027x− 11, 18 , kun 40 ≤ x ≤ 70
0, 1217x− 12, 68 , kun 70 < x ≤ 90
ln(µˆ2016x,nainen) ≈
{
0, 1031x− 11, 84 , kun 40 ≤ x ≤ 70
0, 1416x− 14, 77 , kun 70 < x ≤ 90 .
Huomionarvoista näissä sovitteissa on se, että ikäsiirtoparametria b2 ei ole otettu huo-
mioon, vaan suorasovitteissa b2 = 0 ja sovitteet mallintavat ainoastaan vuoden 2016
kuolevuutta. Ikäsiirto on kuitenkin edelleen mallin toiminnan kannalta relevantti, jot-
ta kuolevuuden aleneminen saadaan huomioitua. Yllä olevat suorasovitteet käännetään
myöhemmin ikäsiirtomalliksi.
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Kuva 7.1: Suorasovitteet rajaiällä k = 70 vuoden 2016 estimoituun toteumakuolevuuteen
7.5 Ikäsiirtoparametrin b2 valinta
Nykymallin ikäsiirto b2 olettaa kuolevuuden alenevan vastaamaan yhtä ikävuotta alem-
paa kuolevuutta jokaisessa kymmenessä vuodessa (-1 ikäsiirto per kymmenvuotiskohort-
ti). Tämä oletus on nykymallia tarkasteltaessa havaittu riittämättömäksi.
Käytännössä ikäsiirtovalintaa rajoittaa järjestelmäteknisellä tasolla se, että ikäsiirron on
oltava jokaisella kohortilla kokonaisluku (pääoma-arvot haetaan taulukoista ikäsiirron
avulla). Näin ollen ikäsiirtoa ei ole mahdollista valita täysin optimaalisesti estimoimal-
la havaintoaineistosta. Kaksi vuotta kymmenessä vuodessa alentaa kuolevuutta liikaa,
jolloin sovitteista tulee yliturvaavia lyhyellä aikavälillä riippumatta optimaalisesta lähtö-
tason sovituksesta. Olettamalla kuolevuuden alentuvan 5
3
vuotta kymmenessä vuodessa,
saadaan ikäkohtaiset vahinkosuhteet tasattua. Tällainen kuolevuuden aleneminen voidaan
rakentaa malliin valitsemalla b2 parametrin muutos kymmenvuotiskohorteille sykleissä
{. . .− 2,−2,−1,−2,−2,−1,−2 . . .}.
Koska kaksiosaisessa kuolevuusmallissa parametrit a1 ja a2 ovat jo sukupuolikohtaiset,
voidaan ikäsiirtoihin tehdä oletus b2,mies = b2,nainen = b2 kaikille kohorteille. Oletus ei ole
välttämätön mallin järjestelmätekniseen toimivuuteen, mutta sen hylkääminen ei myös-
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kään tuo lisäarvoa mallin sopivuuteen.
Ylempänä sovitetut suorat eivät ota kantaa ikäsiirtoon, vaan sovitteesta laskettu kuo-
levuus olettaa b2 = 0. Käytännössä ikäsiirron nollakohdasta täytyy mallissa tehdä oma
oletuksensa. Lisäksi koska kahden kohortin välinen ikäsiirto ei ole vakio (kuolevuus alenee
5
3
vuotta kymmenessä vuodessa), täytyy myös ikäsiirtojen jaksottamiseksi tehdä päätös.
Ikärajan k efektiivisyyden riippuessa parametrista b2, ei ikäsiirron nollatasoa voida valita
suoraan vastasyntyneelle kuten sovitteet olettavat (tarkasteluhetkellä 2010-luvulla synty-
neet). Esimerkiksi 1960-luvulla syntyneillä ikäsiirretty ikä ylittäisi tällöin parametrin k
jo iässä 61 (jos valitaan kohortille ikäsiirto b2 = +9). Perusteltu valinta ikäsiirron nolla-
kohdalle on kohortti, jossa tällä hetkellä on suuri vastuupaino. Mallin valitut ikäsiirrot
ovat
b2 =

5, v − x < 1930
3, 1930 ≤ v − x < 1940
2, 1940 ≤ v − x < 1950
0, 1950 ≤ v − x < 1960
−2, 1960 ≤ v − x < 1970
−3, 1970 ≤ v − x < 1980
−5, 1980 ≤ v − x < 1990
−7, 1990 ≤ v − x < 2000
−8, 2000 ≤ v − x < 2010
−10, 2010 ≤ v − x < 2020
.
7.6 Suorasovitteiden ln(µˆx) kääntäminen ikäsiirtomal-
liksi
Aiemmin johdettiin pienimmän neliösumman menetelmällä parametrit αi ja βi, i ∈ {1, 2}.
Koska ikäsiirtomallissa ikäsiirto kasvaa keskimäärin (approksimaatio) 5
3·10 lisää yhdessä
ikävuodessa, vastaa sovitteissa ikää x ikäsiirtomallissa ikä x + 1
6
x = 7x
6
ja kääntäen ikää
x ikäsiirtomallissa vastaa sovitteissa ikä 6x
7
. Tämän havainnon jälkeen sovitettu malli
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voidaan muuttaa ikäsiirtomalliksi vaatimalla
ln(µx) = ln
(
ai1e
ai2(x+b2)
)
= ln(ai1) + ai2x+ ai2b2 = ln(µˆx) = αi
(
6x
7
)
+ βi, i ∈ {1, 2}
⇔
{
ai2x = αi
(
6x
7
)
ln(ai1) + ai2b2 = βi
.
Koska valituilla ikäsiirroilla sovitushetkellä b2 = −10⇔ x = 0, saadaan
ai1 = e
βi+10ai2 ,
joten ikäsiirretyn mallin parametreiksi saadaan
ai1 = exp
{
βi +
6 · 10αi
7
}
ai2 =
6αi
7
.
Määritelmä 7.4. Suoraan vuoden 2016 ennustettuun toteumakuolevuuteen sovitettuna
kaksiosaisen kuolevuusmallin kuolevuusintensiteetti µ on
µx,mies =
{
e
6
7
·1,027−11,18 · e 67 ·0,1027·(x+b2), kun x+ b2 ≤ 70
e
6
7
·1,217−12,68 · e 67 ·0,1217·(x+b2), kun x+ b2 > 70
µx,nainen =
{
e
6
7
·1,031−11,84−0,02 · e 67 ·0,1031·(x+b2), kun x+ b2 ≤ 70
e
6
7
·1,416−14,77−0,02 · e 67 ·0,1416·(x+b2), kun x+ b2 > 70
.
Naisille on parametrin a1 eksponenttifunktion potenssiin tehty −0, 02 tasokorjaus. Kor-
jaustarve syntyy siitä, että valittu ikäsiirto ei naisilla aivan riitä seuraamaan kuolevuuden
alenemista.
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Luku 8
N- ja D-luvut kaksiosaisessa
kuolevuusmallissa
8.1 D-luvut kaksiosaisessa kuolevuusmallissa
Funktio D(x) := Dx kuvaa vastasyntyneen elossaolotodennäköisyyttä iässä x korolla syn-
tymähetkelle diskontattuna
(8.1) Dx = e
− ∫ x0 (µt+δ)dt, x ≥ 0 .
Integraali aukikirjoitettuna (yksiosaisella Gompertz-mallilla) Dx saadaan muotoon
Dx = e
−µx
a2
+
µ0
a2
−δx
, x ≥ 0 .
Koska kaksiosaisessa mallissa kuolevuusintensiteetin µt kaava riippuu siitä, onko t+b2 ≤ k
vai t+ b2 > k (k = 70), merkitään
µt =
{
µ1,t, kun t+ b2 ≤ k
µ2,t, kun t+ b2 > k
ja otetaan käyttöön seuraavat merkinnät eri parametrein lasketuille Dx funktioille
D1,x := e
− ∫ x0 (µ1,t+δ)dt = e−µ1,xa12 +µ1,0a12 −δx , x ≥ 0
D2,x := e
− ∫ x0 (µ2,t+δ)dt = e−µ2,xa22 +µ2,0a22 −δx , x ≥ 0 .
Ikäsiirtämättömät Di,x, i ∈ {1, 2} on taulukoitu seuraavalla sivulla. Korkokantana on
käytetty rahastokorkoa i0 = 3,0 %, jolloin δ = ln(1 + i0).
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Ikä D1,x
(miehet)
D1,x
(naiset)
0 1,000000000 1,000000000
1 0,970839643 0,970856426
2 0,942526563 0,942560644
3 0,915035958 0,915087895
4 0,888343740 0,888414141
5 0,862426519 0,862516038
6 0,837261573 0,837370920
7 0,812826836 0,812956773
8 0,789100875 0,789252222
9 0,766062870 0,766236510
10 0,743692599 0,743889475
11 0,721970417 0,722191542
12 0,700877237 0,701123696
13 0,680394521 0,680667470
14 0,660504252 0,660804930
15 0,641188928 0,641518655
16 0,622431540 0,622791724
17 0,604215559 0,604607702
18 0,586524921 0,586950621
19 0,569344014 0,569804973
20 0,552657660 0,553155689
21 0,536451104 0,536988129
22 0,520710002 0,521288069
23 0,505420404 0,506041688
24 0,490568744 0,491235554
25 0,476141826 0,476856616
26 0,462126815 0,462892185
27 0,448511220 0,449329932
28 0,435282887 0,436157868
29 0,422429985 0,423364339
30 0,409940998 0,410938012
31 0,397804708 0,398867867
32 0,386010192 0,387143185
33 0,374546808 0,375753540
34 0,363404183 0,364688786
35 0,352572208 0,353939053
36 0,342041024 0,343494733
37 0,331801014 0,333346473
38 0,321842796 0,323485165
39 0,312157213 0,313901940
40 0,302735320 0,304588157
41 0,293568383 0,295535398
42 0,284647867 0,286735454
43 0,275965426 0,278180323
Ikä D1,x
(miehet)
D1,x
(naiset)
44 0,267512900 0,269862203
45 0,259282307 0,261773478
46 0,251265831 0,253906717
47 0,243455823 0,246254664
48 0,235844789 0,238810232
49 0,228425390 0,231566497
50 0,221190429 0,224516690
51 0,214132857 0,217654192
52 0,207245760 0,210972526
53 0,200522361 0,204465357
54 0,193956019 0,198126479
55 0,187540222 0,191949815
56 0,181268596 0,185929411
57 0,175134896 0,180059432
58 0,169133020 0,174334157
59 0,163257005 0,168747979
60 0,157501036 0,163295397
61 0,151859458 0,157971021
62 0,146326780 0,152769562
63 0,140897696 0,147685843
64 0,135567094 0,142714787
65 0,130330082 0,137851431
66 0,125182006 0,133090919
67 0,120118479 0,128428514
68 0,115135412 0,123859599
69 0,110229046 0,119379689
70 0,105395993 0,114984438
71 0,100633280 0,110669653
72 0,095938396 0,106431309
73 0,091309345 0,102265563
74 0,086744700 0,098168782
75 0,082243668 0,094137556
76 0,077806144 0,090168737
77 0,073432780 0,086259458
78 0,069125046 0,082407176
79 0,064885290 0,078609706
80 0,060716789 0,074865261
81 0,056623801 0,071172502
82 0,052611590 0,067530582
83 0,048686445 0,063939195
84 0,044855674 0,060398632
85 0,041127560 0,056909830
86 0,037511297 0,053474425
87 0,034016874 0,050094794
Ikä D1,x
(miehet)
D1,x
(naiset)
88 0,030654917 0,046774102
89 0,027436481 0,043516330
90 0,024372789 0,040326293
91 0,021474911 0,037209644
92 0,018753406 0,034172853
93 0,016217905 0,031223159
94 0,013876679 0,028368494
95 0,011736188 0,025617366
96 0,009800645 0,022978705
97 0,008071625 0,020461660
98 0,006547747 0,018075364
99 0,005224472 0,015828638
100 0,004094036 0,013729674
101 0,003145562 0,011785678
102 0,002365343 0,010002506
103 0,001737317 0,008384293
104 0,001243693 0,006933122
105 0,000865706 0,005648738
106 0,000584427 0,004528340
107 0,000381566 0,003566497
108 0,000240188 0,002755179
109 0,000145284 0,002083949
110 0,000084134 0,001540305
111 0,000046460 0,001110153
112 0,000024358 0,000778403
113 0,000012066 0,000529623
114 0,000005618 0,000348709
115 0,000002445 0,000221502
116 0,000000988 0,000135290
117 0,000000369 0,000079170
118 0,000000126 0,000044212
119 0,000000039 0,000023460
120 0,000000011 0,000011773
121 0,000000003 0,000005558
122 0,000000001 0,000002455
123 1·10−10 0,000001008
124 1·10−11 0,000000382
125 2·10−12 0,000000133
126 3·10−13 0,000000042
127 2·10−14 0,000000012
128 2·10−15 0,000000003
129 1·10−16 0,000000001
Taulukko 8.1: Ikäsiirtämättömät D1,x-parametrit
Ikä D2,x
(miehet)
D2,x
(naiset)
0 1,000000000 1,000000000
1 0,970864746 0,970872475
2 0,942577390 0,942593199
3 0,915113182 0,915137452
4 0,888448087 0,888481236
5 0,862558767 0,862601249
6 0,837422560 0,837474866
7 0,813017455 0,813080119
8 0,789322080 0,789395681
9 0,766315678 0,766400840
10 0,743978090 0,744075490
11 0,722289737 0,722400104
12 0,701231602 0,701355725
13 0,680785215 0,680923942
14 0,660932634 0,661086881
15 0,641656430 0,641827182
16 0,622939673 0,623127989
17 0,604765913 0,604972933
18 0,587119167 0,587346118
19 0,569983907 0,570232105
20 0,553345040 0,553615900
21 0,537187901 0,537482940
22 0,521498235 0,521819082
23 0,506262182 0,506610586
24 0,491466272 0,491844106
25 0,477097404 0,477506677
26 0,463142838 0,463585701
27 0,449590180 0,450068939
28 0,436427376 0,436944499
29 0,423642693 0,424200820
30 0,411224710 0,411826669
31 0,399162312 0,399811125
32 0,387444670 0,388143570
33 0,376061237 0,376813677
34 0,365001733 0,365811403
35 0,354256137 0,355126980
36 0,343814676 0,344750897
37 0,333667813 0,334673902
38 0,323806239 0,324886982
39 0,314220860 0,315381360
40 0,304902789 0,306148484
41 0,295843335 0,297180013
42 0,287033994 0,288467816
43 0,278466437 0,280003956
Ikä D2,x
(miehet)
D2,x
(naiset)
44 0,270132501 0,271780681
45 0,262024181 0,263790416
46 0,254133618 0,256025756
47 0,246453089 0,248479449
48 0,238974999 0,241144394
49 0,231691870 0,234013623
50 0,224596333 0,227080299
51 0,217681120 0,220337698
52 0,210939052 0,213779205
53 0,204363031 0,207398295
54 0,197946038 0,201188532
55 0,191681116 0,195143546
56 0,185561371 0,189257030
57 0,179579965 0,183522726
58 0,173730108 0,177934410
59 0,168005061 0,172485881
60 0,162398129 0,167170948
61 0,156902666 0,161983420
62 0,151512076 0,156917091
63 0,146219822 0,151965726
64 0,141019435 0,147123055
65 0,135904528 0,142382754
66 0,130868821 0,137738445
67 0,125906159 0,133183679
68 0,121010552 0,128711937
69 0,116176214 0,124316624
70 0,111397610 0,119991071
71 0,106669521 0,115728543
72 0,101987116 0,111522252
73 0,097346033 0,107365375
74 0,092742478 0,103251091
75 0,088173341 0,099172623
76 0,083636316 0,095123293
77 0,079130050 0,091096604
78 0,074654290 0,087086334
79 0,070210051 0,083086661
80 0,065799790 0,079092310
81 0,061427574 0,075098735
82 0,057099258 0,071102331
83 0,052822626 0,067100690
84 0,048607527 0,063092881
85 0,044465945 0,059079771
86 0,040412022 0,055064373
87 0,036461986 0,051052207
Ikä D2,x
(miehet)
D2,x
(naiset)
88 0,032633979 0,047051667
89 0,028947756 0,043074358
90 0,025424229 0,039135379
91 0,022084858 0,035253500
92 0,018950869 0,031451193
93 0,016042323 0,027754440
94 0,013377061 0,024192275
95 0,010969576 0,020795974
96 0,008829905 0,017597888
97 0,006962621 0,014629863
98 0,005366065 0,011921326
99 0,004031935 0,009497109
100 0,002945324 0,007375201
101 0,002085304 0,005564698
102 0,001426029 0,004064242
103 0,000938324 0,002861308
104 0,000591566 0,001932581
105 0,000355661 0,001245590
106 0,000202855 0,000761469
107 0,000109128 0,000438537
108 0,000055016 0,000236097
109 0,000025808 0,000117796
110 0,000011176 0,000053934
111 0,000004429 0,000022411
112 0,000001590 0,000008347
113 0,000000512 0,000002747
114 0,000000146 0,000000786
115 0,000000036 0,000000192
116 0,000000008 0,000000039
117 0,000000001 0,000000007
118 2·10−10 0,000000001
119 2·10−11 9·10−11
120 2·10−12 7·10−12
121 1·10−13 3·10−13
122 1·10−14 1·10−14
123 4·10−16 3·10−16
124 1·10−17 6·10−18
125 2·10−19 5·10−20
126 3·10−21 2·10−22
127 3·10−23 7·10−25
128 1·10−25 9·10−28
129 4·10−28 4·10−31
Taulukko 8.2: Ikäsiirtämättömät D2,x-parametrit
Lause 8.2. Kaksiosaisen kuolevuusmallin ikäsiirtämätön Dx saadaan kaavalla
(8.3) Dx =
D1,x , kun x ≤ kD2,xD1,k
D2,k
, kun x > k
.
Todistus. Oletetaan x ≤ k, jolloin µt ≡ µ1,t kaikilla t ∈ [0, x]. D-luvuksi saadaan
Dx = e
− ∫ x0 (µt+δ)dt = e− ∫ x0 (µ1,t+δ)dt = D1,x .
Jos x > k, saadaan µt = µ1,t, kun t ∈ [0, k] ja µt = µ2,t, kun t ∈ [k, x], jolloin
Dx = e
− ∫ x0 (µt+δ)dt
= exp
{
−
∫ k
0
(µ1,t + δ)dt−
∫ x
k
(µ2,t + δ)dt
}
= exp
{
−
∫ k
0
(a11e
a12t + δ)dt−
∫ x
k
(a21e
a22t + δ)dt
}
= exp
{
a11
a12
− a11e
a12k
a12
− δk − a21e
a22x
a22
+
a21e
a22k
a22
+ δk − δx
}
= exp
{
µ1,0
a12
− µ1,k
a12
− δk + µ2,k
a22
− µ2,x
a22
+ δk − δx
}
= exp
{
µ1,0
a12
− µ1,k
a12
− δk
}
·
exp
{
µ2,0
a22
− µ2,x
a22
− δx
}
exp
{
µ2,0
a22
− µ2,k
a22
− δk
}
= D2,x
D1,k
D2,k
.
Kaksiosaisen kuolevuusmallin lauseen 8.2. mukaiset (k = 70) ikäsiirtämättömät D-luvut
on taulukoitu seuraavalla sivulla. Ikäsiirretyn D-luvun voi pääoma-arvojen laskentaan ha-
kea taulukosta ikäsiirron b2 avulla (kuten yksiosaisessakin kuolevuusmallissa). Ikäsiirtojen
huomioimista kommutaatio- ja diskonttausfunktioissa on vielä tarkasteltu myöhemmässä
kappaleessa 8.3.
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Ikä Dx
(miehet)
Dx
(naiset)
0 1,000000000 1,000000000
1 0,970839643 0,970856426
2 0,942526563 0,942560644
3 0,915035958 0,915087895
4 0,888343740 0,888414141
5 0,862426519 0,862516038
6 0,837261573 0,837370920
7 0,812826836 0,812956773
8 0,789100875 0,789252222
9 0,766062870 0,766236510
10 0,743692599 0,743889475
11 0,721970417 0,722191542
12 0,700877237 0,701123696
13 0,680394521 0,680667470
14 0,660504252 0,660804930
15 0,641188928 0,641518655
16 0,622431540 0,622791724
17 0,604215559 0,604607702
18 0,586524921 0,586950621
19 0,569344014 0,569804973
20 0,552657660 0,553155689
21 0,536451104 0,536988129
22 0,520710002 0,521288069
23 0,505420404 0,506041688
24 0,490568744 0,491235554
25 0,476141826 0,476856616
26 0,462126815 0,462892185
27 0,448511220 0,449329932
28 0,435282887 0,436157868
29 0,422429985 0,423364339
30 0,409940998 0,410938012
31 0,397804708 0,398867867
32 0,386010192 0,387143185
33 0,374546808 0,375753540
34 0,363404183 0,364688786
35 0,352572208 0,353939053
36 0,342041024 0,343494733
37 0,331801014 0,333346473
38 0,321842796 0,323485165
39 0,312157213 0,313901940
40 0,302735320 0,304588157
41 0,293568383 0,295535398
42 0,284647867 0,286735454
43 0,275965426 0,278180323
Ikä Dx
(miehet)
Dx
(naiset)
44 0,267512900 0,269862203
45 0,259282307 0,261773478
46 0,251265831 0,253906717
47 0,243455823 0,246254664
48 0,235844789 0,238810232
49 0,228425390 0,231566497
50 0,221190429 0,224516690
51 0,214132857 0,217654192
52 0,207245760 0,210972526
53 0,200522361 0,204465357
54 0,193956019 0,198126479
55 0,187540222 0,191949815
56 0,181268596 0,185929411
57 0,175134896 0,180059432
58 0,169133020 0,174334157
59 0,163257005 0,168747979
60 0,157501036 0,163295397
61 0,151859458 0,157971021
62 0,146326780 0,152769562
63 0,140897696 0,147685843
64 0,135567094 0,142714787
65 0,130330082 0,137851431
66 0,125182006 0,133090919
67 0,120118479 0,128428514
68 0,115135412 0,123859599
69 0,110229046 0,119379689
70 0,105395993 0,114984438
71 0,100922633 0,110899764
72 0,096492496 0,106868981
73 0,092101454 0,102885550
74 0,087745918 0,098942935
75 0,083422946 0,095034641
76 0,079130357 0,091154269
77 0,074866868 0,087295594
78 0,070632243 0,083452653
79 0,066427440 0,079619867
80 0,062254784 0,075792180
81 0,058118125 0,071965236
82 0,054022999 0,068135583
83 0,049976774 0,064300911
84 0,045988766 0,060460328
85 0,042070314 0,056614665
86 0,038234799 0,052766809
87 0,034497573 0,048922051
Ikä Dx
(miehet)
Dx
(naiset)
88 0,030875803 0,045088434
89 0,027388177 0,041277079
90 0,024054483 0,037502453
91 0,020895022 0,033782546
92 0,017929879 0,030138890
93 0,015178033 0,026596385
94 0,012656363 0,023182851
95 0,010378584 0,019928261
96 0,008354189 0,016863615
97 0,006587505 0,014019431
98 0,005076965 0,011423908
99 0,003814712 0,009100841
100 0,002786643 0,007067471
101 0,001972957 0,005332511
102 0,001349201 0,003894662
103 0,000887772 0,002741920
104 0,000559695 0,001851944
105 0,000336499 0,001193618
106 0,000191926 0,000729696
107 0,000103248 0,000420239
108 0,000052052 0,000226246
109 0,000024418 0,000112881
110 0,000010574 0,000051684
111 0,000004190 0,000021476
112 0,000001505 0,000007998
113 0,000000484 0,000002632
114 0,000000138 0,000000753
115 0,000000034 0,000000184
116 0,000000007 0,000000038
117 0,000000001 0,000000006
118 2·10−10 0,000000001
119 2·10−11 8·10−11
120 2·10−12 6·10−12
121 1·10−13 3·10−13
122 1·10−14 1·10−14
123 4·10−16 3·10−16
124 1·10−17 5·10−18
125 2·10−19 5·10−20
126 3·10−21 2·10−22
127 3·10−23 7·10−25
128 1·10−25 8·10−28
129 4·10−28 4·10−31
Taulukko 8.3: Ikäsiirtämättömät Dx-parametrit kaksiosaisella kuolevuusmallilla
8.2 N-luvut kaksiosaisessa kuolevuusmallissa
Funktio N¯(x) := N¯x kuvaa vastasyntyneen iässä x alkavan elinikäisen yksikköeläkkeen
korolla syntymähetkeen diskontattujen korvausten yhteenlaskettua odotusarvoa.
(8.4) N¯x =
∫ ∞
x
Dtdt , x ≥ 0.
Yksiosainen kuolevuusmallin N-luvut saadaan approksimoitua Simpsonin 1
3
-säännön mu-
kaisesti olettamalla
N¯x ≈ 0, kun x ≥ 129, jolloin N¯128 ≈ D128 +D129
2
ja
N¯x ≈

126−x
2∑
i=0
1
3
(Dx+2i + 4Dx+2i+1 +Dx+2i+2) +
D128+D129
2
, x ∈ [0, 126] ja x = 2n, n ∈ N
127−x
2∑
i=0
1
3
(Dx+2i + 4Dx+2i+1 +Dx+2i+2) , x ∈ [0, 127] ja x = 2n+ 1, n ∈ N
.
Kaksiosaisen kuolevuusmallin N-lukuja ei suoraan saada vastaavanlaisella approksimaa-
tiolla lauseen 8.2. mukaisista D-luvuista, vaan ne on laskettava yksiosaisen mallin N-
lukujen avulla. Kaksiosaisen kuolevuusmallin N-lukujen laskemiseksi otetaan käyttöön
merkinnät
N¯1,x =
∫ ∞
x
D1,tdt, x ≥ 0
N¯2,x =
∫ ∞
x
D2,tdt, x ≥ 0.
Kyseiset N-luvut voidaan laskea käyttäen ylläkuvattua approksimaatiota
N¯j,x ≈

126−x
2∑
i=0
1
3
(Dj,x+2i + 4Dj,x+2i+1 +Dj,x+2i+2) +
Dj,128+Dj,129
2
, x ∈ [0, 126] ja x = 2n
127−x
2∑
i=0
1
3
(Dj,x+2i + 4Dj,x+2i+1 +Dj,x+2i+2) , x ∈ [0, 127] ja x = 2n+ 1
,
missä j ∈ {0, 1} ja n ∈ N. Approksimoidut N¯1,x ja N¯2,x on taulukoitu seuraavilla sivuilla.
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Ikä N1,x
(miehet)
N1,x
(naiset)
0 30,577568968 31,212313001
1 29,592220801 30,226956484
2 28,635607256 29,270317552
3 27,706893517 28,341560852
4 26,805269211 27,439875430
5 25,929947704 26,564474020
6 25,080165415 25,714592359
7 24,255181155 24,889488523
8 23,454275484 24,088442281
9 22,676750086 23,310754466
10 21,921927165 22,555746369
11 21,189148858 21,822759148
12 20,477776664 21,111153256
13 19,787190896 20,420307883
14 19,116790140 19,749620420
15 18,465990743 19,098505934
16 17,834226305 18,466396662
17 17,220947195 17,852741516
18 16,625620073 17,257005611
19 16,047727442 16,678669796
20 15,486767194 16,117230210
21 14,942252189 15,572197844
22 14,413709834 15,043098119
23 13,900681683 14,529470479
24 13,402723047 14,030867994
25 12,919402615 13,546856972
26 12,450302093 13,077016593
27 11,995015847 12,620938542
28 11,553150566 12,178226666
29 11,124324930 11,748496628
30 10,708169291 11,331375587
31 10,304325369 10,926501876
32 9,912445950 10,533524698
33 9,532194607 10,152103827
34 9,163245414 9,781909322
35 8,805282690 9,422621248
36 8,458000734 9,073929411
37 8,121103584 8,735533095
38 7,794304776 8,407140815
39 7,477327113 8,088470071
40 7,169902453 7,779247121
41 6,871771489 7,479206749
42 6,582683547 7,188092054
43 6,302396397 6,905654237
Ikä N1,x
(miehet)
N1,x
(naiset)
44 6,030676057 6,631652404
45 5,767296619 6,365853366
46 5,512040071 6,108031459
47 5,264696134 5,857968362
48 5,025062100 5,615452924
49 4,792942677 5,380280998
50 4,568149841 5,152255287
51 4,350502690 4,931185182
52 4,139827302 4,716886626
53 3,935956604 4,509181964
54 3,738730228 4,307899815
55 3,547994384 4,112874935
56 3,363601726 3,923948098
57 3,185411217 3,740965972
58 3,013287993 3,563781000
59 2,847103223 3,392251292
60 2,686733967 3,226240510
61 2,532063020 3,065617763
62 2,382978751 2,910257496
63 2,239374928 2,760039392
64 2,101150532 2,614848256
65 1,968209544 2,474573917
66 1,840460723 2,339111113
67 1,717817349 2,208359377
68 1,600196944 2,082222922
69 1,487520958 1,960610511
70 1,379714415 1,843435324
71 1,276705525 1,730614812
72 1,178425246 1,622070538
73 1,084806790 1,517727995
74 0,995785087 1,417516423
75 0,911296185 1,321368580
76 0,831276582 1,229220509
77 0,755662510 1,141011260
78 0,684389145 1,056682594
79 0,617389759 0,976178637
80 0,554594814 0,899445507
81 0,495931010 0,826430886
82 0,441320287 0,757083556
83 0,390678808 0,691352878
84 0,343915938 0,629188225
85 0,300933241 0,570538361
86 0,261623534 0,515350766
87 0,225870034 0,463570920
Ikä N1,x
(miehet)
N1,x
(naiset)
88 0,193545631 0,415141532
89 0,164512360 0,370001742
90 0,138621088 0,328086293
91 0,115711511 0,289324693
92 0,095612474 0,253640386
93 0,078142697 0,220949955
94 0,063111906 0,191162392
95 0,050322427 0,164178455
96 0,039571213 0,139890171
97 0,030652295 0,118180506
98 0,023359583 0,098923267
99 0,017489934 0,081983255
100 0,012846360 0,067216737
101 0,009241208 0,054472251
102 0,006499151 0,043591773
103 0,004459790 0,034412253
104 0,002979716 0,026767507
105 0,001933859 0,020490414
106 0,001216067 0,015415369
107 0,000738865 0,011380882
108 0,000432441 0,008232201
109 0,000242997 0,005823828
110 0,000130621 0,004021774
111 0,000066903 0,002705388
112 0,000032511 0,001768668
113 0,000014918 0,001120926
114 0,000006430 0,000686800
115 0,000002589 0,000405605
116 0,000000968 0,000230131
117 0,000000334 0,000124994
118 0,000000105 0,000064737
119 0,000000030 0,000031835
120 0,000000008 0,000014796
121 0,000000002 0,000006466
122 3·10−10 0,000002642
123 6·10−11 0,000001003
124 1·10−11 0,000000352
125 1·10−12 0,000000113
126 1·10−13 0,000000033
127 1·10−14 0,000000008
128 1·10−15 0,000000002
129 0 0
Taulukko 8.4: Ikäsiirtämättömät N¯1,x-parametrit
Ikä N2,x
(miehet)
N2,x
(naiset)
0 30,814255067 31,309632231
1 29,828894399 30,324267726
2 28,872242943 29,367604531
3 27,943465236 28,438806818
4 27,041750208 27,537063116
5 26,166310471 26,661585602
6 25,316381636 25,811609417
7 24,491221650 24,986391992
8 23,690110149 24,185212409
9 22,912347832 23,407370764
10 22,157255855 22,652187565
11 21,424175241 21,919003130
12 20,712466309 21,207177021
13 20,021508121 20,516087481
14 19,350697944 19,845130896
15 18,699450727 19,193721266
16 18,067198601 18,561289697
17 17,453390382 17,947283909
18 16,857491103 17,351167750
19 16,278981553 16,772420739
20 15,717357825 16,210537605
21 15,172130896 15,665027858
22 14,642826199 15,135415357
23 14,128983222 14,621237906
24 13,630155120 14,122046846
25 13,145908330 13,637406676
26 12,675822211 13,166894674
27 12,219488685 12,710100536
28 11,776511899 12,266626022
29 11,346507893 11,836084618
30 10,929104280 11,418101206
31 10,523939944 11,012311743
32 10,130664738 10,618362959
33 9,748939201 10,235912050
34 9,378434288 9,864626399
35 9,018831100 9,504183293
36 8,669820636 9,154269659
37 8,331103549 8,814581803
38 8,002389913 8,484825164
39 7,683399006 8,164714073
40 7,373859091 7,853971528
41 7,073507222 7,552328970
42 6,782089050 7,259526077
43 6,499358640 6,975310559
Ikä N2,x
(miehet)
N2,x
(naiset)
44 6,225078303 6,699437970
45 5,959018432 6,431671527
46 5,700957354 6,171781936
47 5,450681185 5,919547230
48 5,207983697 5,674752620
49 4,972666200 5,437190348
50 4,744537427 5,206659559
51 4,523413426 4,982966176
52 4,309117472 4,765922793
53 4,101479973 4,555348571
54 3,900338400 4,351069153
55 3,705537208 4,152916582
56 3,516927776 3,960729239
57 3,334368353 3,774351785
58 3,157723997 3,593635124
59 2,986866533 3,418436369
60 2,821674503 3,248618830
61 2,662033118 3,084052005
62 2,507834213 2,924611590
63 2,358976187 2,770179501
64 2,215363947 2,620643906
65 2,076908825 2,475899268
66 1,943528491 2,335846401
67 1,815146834 2,200392531
68 1,691693821 2,069451369
69 1,573105307 1,942943181
70 1,459322815 1,820794868
71 1,350293249 1,702940031
72 1,245968544 1,589319036
73 1,146305242 1,479879056
74 1,051263969 1,374574088
75 0,960808813 1,273364935
76 0,874906583 1,176219130
77 0,793525928 1,083110802
78 0,716636314 0,994020449
79 0,644206841 0,908934602
80 0,576204886 0,827845353
81 0,512594580 0,750749723
82 0,453335104 0,677648826
83 0,398378836 0,608546806
84 0,347669341 0,543449502
85 0,301139275 0,482362811
86 0,258708231 0,425290722
87 0,220280603 0,372232988
Ikä N2,x
(miehet)
N2,x
(naiset)
88 0,185743583 0,323182434
89 0,154965383 0,278121911
90 0,127793839 0,237020941
91 0,104055539 0,199832120
92 0,083555662 0,166487418
93 0,066078654 0,136894550
94 0,051389921 0,110933675
95 0,039238606 0,088454712
96 0,029361497 0,069275655
97 0,021488000 0,053182250
98 0,015346012 0,039929433
99 0,010668394 0,029244824
100 0,007199636 0,020834446
101 0,004702216 0,014390621
102 0,002962113 0,009601701
103 0,001792967 0,006162962
104 0,001038482 0,003787683
105 0,000572885 0,002217221
106 0,000299461 0,001228880
107 0,000147482 0,000640554
108 0,000068001 0,000311642
109 0,000029149 0,000140313
110 0,000011526 0,000057903
111 0,000004168 0,000021665
112 0,000001366 0,000007261
113 0,000000401 0,000002150
114 0,000000104 0,000000554
115 0,000000024 0,000000122
116 0,000000005 0,000000023
117 0,000000001 0,000000003
118 1·10−10 4·10−10
119 1·10−11 3·10−11
120 1·10−12 2·10−12
121 8·10−14 1·10−13
122 4·10−15 5·10−15
123 1·10−16 1·10−16
124 5·10−18 2·10−18
125 1·10−19 1·10−20
126 1·10−21 9·10−23
127 1·10−23 2·10−25
128 8·10−26 4·10−28
129 0 0
Taulukko 8.5: Ikäsiirtämättömät N¯2,x-parametrit
Lause 8.5. Kaksiosaisen kuolevuusmallin ikäsiirtämätön N¯x saadaan kaavalla
(8.6) N¯x =
{
N¯1,x − N¯1,k + N¯2,k D1,kD2,k , kun x ≤ k
N¯2,x
D1,k
D2,k
, kun x > k
.
Todistus. Oletetaan x > k, jolloin lauseen 8.2. perusteella Dt ≡ D2,t D1,kD2,k kaikilla t ∈
[x,∞[. N-luvuksi saadaan
N¯x =
∫ ∞
x
Dtdt =
∫ ∞
x
D2,t
D1,k
D2,k
dt =
D1,k
D2,k
∫ ∞
x
D2,tdt = N¯2,x
D1,k
D2,k
.
Jos x ≤ k, lauseen 8.2. perusteella saadaan Dt = D1,t, kun t ∈ [x, k] ja Dt = D2,t D1,kD2,k , kun
t ∈]k,∞[, jolloin
N¯x =
∫ ∞
x
Dtdt
=
∫ k
x
D1,tdt+
∫ ∞
k
D2,t
D1,k
D2,k
dt
=
∫ ∞
x
D1,tdt−
∫ ∞
k
D1,tdt+
D1,k
D2,k
∫ ∞
k
D2,tdt
= N¯1,x − N¯1,k + N¯2,kD1,k
D2,k
.
Kaksiosaisen kuolevuusmallin (k = 70) ikäsiirtämättömät N-luvut on taulukoitu seuraa-
valla sivulla. Ikäsiirretyn N¯x-luvun voi hakea pääoma-arvojen laskentaan (kts. kappale 8.3)
taulukosta ikäsiirron b2 avulla (kuten yksiosaisessakin kuolevuusmallissa). Myös vastuun-
ja maksunlaskennassa käytetty N¯w, missä w kuvaa henkilön eläkkeellejäämisikää, voidaan
hakea taulukosta kohorttiin liitetyn ikäsiirron avulla, koska ikäsiirto b2 riippuu ainoastaan
henkilön syntymävuodesta. Ikäsiirtojen huomioimista kommutaatio- ja diskonttausfunk-
tioissa on vielä tarkasteltu myöhemmässä kappaleessa 8.3.
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Ikä Nx
(miehet)
Nx
(naiset)
0 30,578555425 31,113699796
1 29,593207259 30,128343278
2 28,636593713 29,171704346
3 27,707879974 28,242947646
4 26,806255668 27,341262225
5 25,930934161 26,465860814
6 25,081151872 25,615979154
7 24,256167612 24,790875318
8 23,455261941 23,989829076
9 22,677736544 23,212141260
10 21,922913623 22,457133163
11 21,190135315 21,724145942
12 20,478763122 21,012540050
13 19,788177353 20,321694677
14 19,117776597 19,651007215
15 18,466977201 18,999892728
16 17,835212763 18,367783456
17 17,221933652 17,754128310
18 16,626606531 17,158392405
19 16,048713899 16,580056590
20 15,487753651 16,018617005
21 14,943238646 15,473584638
22 14,414696291 14,944484914
23 13,901668141 14,430857274
24 13,403709504 13,932254789
25 12,920389073 13,448243767
26 12,451288550 12,978403388
27 11,996002305 12,522325337
28 11,554137024 12,079613460
29 11,125311387 11,649883422
30 10,709155748 11,232762381
31 10,305311826 10,827888670
32 9,913432408 10,434911493
33 9,533181064 10,053490621
34 9,164231872 9,683296116
35 8,806269147 9,324008042
36 8,458987192 8,975316205
37 8,122090042 8,636919889
38 7,795291233 8,308527609
39 7,478313571 7,989856865
40 7,170888911 7,680633915
41 6,872757946 7,380593543
42 6,583670005 7,089478848
43 6,303382854 6,807041031
Ikä Nx
(miehet)
Nx
(naiset)
44 6,031662515 6,533039198
45 5,768283076 6,267240160
46 5,513026528 6,009418254
47 5,265682591 5,759355156
48 5,026048557 5,516839718
49 4,793929135 5,281667793
50 4,569136299 5,053642081
51 4,351489147 4,832571976
52 4,140813760 4,618273420
53 3,936943061 4,410568758
54 3,739716685 4,209286609
55 3,548980841 4,014261729
56 3,364588184 3,825334893
57 3,186397674 3,642352766
58 3,014274450 3,465167795
59 2,848089680 3,293638087
60 2,687720424 3,127627305
61 2,533049477 2,967004557
62 2,383965208 2,811644291
63 2,240361386 2,661426186
64 2,102136989 2,516235051
65 1,969196001 2,375960712
66 1,841447180 2,240497907
67 1,718803806 2,109746171
68 1,601183402 1,983609716
69 1,488507415 1,861997305
70 1,380700872 1,744822119
71 1,277545343 1,631884780
72 1,178841198 1,523004626
73 1,084547320 1,418131035
74 0,994626455 1,317219922
75 0,909044629 1,220233725
76 0,827770436 1,127141333
77 0,750774215 1,037917955
78 0,678027078 0,952544901
79 0,609499789 0,871009264
80 0,545161482 0,793303468
81 0,484978221 0,719424656
82 0,428911388 0,649373898
83 0,376915923 0,583155163
84 0,328938434 0,520774047
85 0,284915206 0,462236201
86 0,244770160 0,407545448
87 0,208412845 0,356701550
Ikä Nx
(miehet)
Nx
(naiset)
88 0,175736529 0,309697632
89 0,146616525 0,266517262
90 0,120908864 0,227131231
91 0,098449481 0,191494116
92 0,079054047 0,159540723
93 0,062518624 0,131182619
94 0,048621256 0,106304962
95 0,037124601 0,084763935
96 0,027779628 0,066385125
97 0,020330320 0,050963218
98 0,014519236 0,038263376
99 0,010093628 0,028024583
100 0,006811751 0,019965128
101 0,004448881 0,013790171
102 0,002802527 0,009201070
103 0,001696370 0,005905812
104 0,000982533 0,003629642
105 0,000542020 0,002124708
106 0,000283328 0,001177605
107 0,000139537 0,000613827
108 0,000064337 0,000298639
109 0,000027578 0,000134459
110 0,000010905 0,000055487
111 0,000003944 0,000020761
112 0,000001292 0,000006958
113 0,000000379 0,000002061
114 0,000000099 0,000000531
115 0,000000022 0,000000117
116 0,000000004 0,000000022
117 0,000000001 0,000000003
118 1·10−10 4·10−10
119 1·10−11 3·10−11
120 1·10−12 2·10−12
121 7·10−14 1·10−13
122 4·10−15 5·10−15
123 1·10−16 1·10−16
124 4·10−18 2·10−18
125 9·10−20 1·10−20
126 1·10−21 9·10−23
127 1·10−23 2·10−25
128 7·10−26 4·10−28
129 0 0
Taulukko 8.6: Ikäsiirtämättömät N¯x-parametrit kaksiosaisella kuolevuusmallilla
8.3 Ikäsiirrot diskonttaus- ja kommutaatiofunktioissa
Diskonttaus- ja kommutaatiofunktioiden avulla lasketaan vanhuuseläkkeiden maksun- se-
kä vastuunlaskennassa käytettävät pääoma-arvot.
Ikäsiirtämättömästä taulukosta ikäsiirron b2 ja iän x perusteella haettu D- tai N¯ -luku
ei suoraan vastaa ikäsiirron b2 mukaan laskettua arvoa. Pääoma-arvokertoimissa kyseiset
luvut kuitenkin esiintyvät aina osamäärissä, jolloin osoittautuu, että ikäsiirretty pääoma-
arvo voidaan kuitenkin laskea ikäsiirtämättöminä taulukoitujen diskonttaus- ja kommu-
taatiofunktioiden avulla. Kyseinen ilmiö on olemassa myös nykyisessä yksiosaisessa kuole-
vuusmallissa (Aho & Sankala [1]), eikä siihen tule muutosta kaksiosaisen kuolevuusmallin
myötä. Tässä kappaleessa on esitetty pääoma-arvokertoimien laskennan toimivuus myös
kaksiosaiselle mallille.
Määritelmä 8.7. Olkoon x henkilön ikä ja w eläkeikä. Jos x ≥ w, niin oletetaan, että
vastainen vanhuuseläke tulee heti maksettavaksi. Tällöin nykyhetkeen korolla diskontattu
yksikköeläkkeiden tulevien korvausten odotusarvo on
(8.8) A¯Vx:w =
{
N¯w
Dx
, kun x ≤ w
N¯x
Dx
, kun x ≥ w
Tässä kappaleessa osoitetaan, että kaksiosaisen kuolevuusmallin ikäsiirretylle vanhuuse-
läkkeiden vakuutusmaksu- ja korvausvastuun pääoma-arvokertoimelle A¯Vx:w pätee
(8.9) A¯Vx:w(b2) = A¯
V
x+b2:w
(0).
Lause 8.10. Ikäsiirretty D(x, b2) saadaan ikäsiirtämättömästä D-luvusta kaavalla
(8.11) Dx := D(x, b2) =
D(x+ b2, 0)
e−b2δ
.
Todistus. Oletetaan x + b2 ≤ k, jolloin ikäsiirretty µt(b2) ≡ µ1,t(b2) kaikilla t ∈ [0, x].
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Ikäsiirretyksi D-luvuksi saadaan
D(x, b2) = e
− ∫ x0 (µt(b2)+δ)dt
= e−
∫ x
0 (µ1,t(b2)+δ)dt
= exp
{
−a11
a12
ea12(x+b2) − δx+ a11
a12
ea12(b2)
}
=
exp
{
−a11
a12
ea12(x+b2) − δ(x+ b2) + a11a12
}
exp
{
−a11
a12
ea12(b2) − δb2 + a11a12
}
=
exp
{
−µ1,x+b2 (0)
a12
+ a11
a12
− δ(x+ b2)
}
exp
{
−µ1,0(b2)
a12
+ a11
a12
− δb2
}
=
D1(x+ b2, 0)
e−b2δ
.
Viimeisessä vaiheessa käytettiin tulkinnallista lisäoletusta µ0(b2) = µ0 = a11 kaikilla b2 ∈
Z. Oletus on perusteltavissa sillä, että vastasyntyneen elossaolotodennäköisyys iässä 0
täytyy olla 1 riippumatta kyseisen kohortin ikäsiirrosta, jolloin D(0, b2) sisältää ikäsiirron
kautta ainoastaan korkotermin. Jos x+b2 > k, saadaan µt(b2) = µ1,t(b2), kun t ∈ [0, k−b2]
ja µt(b2) = µ2,t(b2), kun t ∈ [k − b2, x], jolloin
D(x, b2) = e
− ∫ x0 (µt(b2)+δ)dt
= exp
{
−
∫ k−b2
0
(µ1,t(b2) + δ)dt−
∫ x
k−b2
(µ2,t(b2) + δ)dt
}
= exp
{
−
∫ k−b2
0
(a11e
a12(t+b2) + δ)dt−
∫ x
k−b2
(a21e
a22(t+b2) + δ)dt
}
= exp
{
a11
a12
ea12b2 − a11e
a12(k)
a12
− δk − a21e
a22(x+b2)
a22
+
a21e
a22(k)
a22
+ δk − δx
}
=
exp
{
a11
a12
− a11ea12(x+b2)
a12
− δ(x+ b2)
}
exp
{
a11
a12
− a11ea12b2
a12
− δb2
} · exp
{
a11
a12
− a11ea12(k)
a12
− δ(k)
}
exp
{
a21
a22
− a21ea22(k)
a22
− δ(k)
}
=
exp
{
a11
a12
− µ1,x+b2 (0)
a12
− δ(x+ b2)
}
exp
{
a11
a12
− µ1,0(b2)
a12
− δb2
} · exp
{
a11
a12
− µ1,k(0)
a12
− δ(k)
}
exp
{
a21
a22
− µ2,k(0)
a22
− δ(k)
}
=
D2(x+ b2, 0)
D1(k,0)
D2(k,0)
e−b2δ
.
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Koska lauseen 8.2. mukaisesti ikäsiirtämättömät D-luvut saadaan kaavalla
(8.12) D(x, 0) =
D1(x, 0) , kun x ≤ kD2(x, 0)D1(k, 0)
D2(k, 0)
, kun x > k
,
voidaan ikäsiirretyt D-luvut kirjoittaa
D(x, b2) =
e
b2δD1(x+ b2, 0) , kun x+ b2 ≤ k
eb2δD2(x+ b2, 0)
D1(k, 0)
D2(k, 0)
, kun x+ b2 > k
,
eli D(x, b2) = e
b2δD(x+ b2, 0) kaikilla x ∈ N ja b2 ∈ Z.
Lause 8.13. Ikäsiirretty N¯(x, b2) saadaan ikäsiirtämättömästä N¯-luvusta kaavalla
(8.14) N¯x := N¯(x, b2) =
N¯(x+ b2, 0)
e−b2δ
.
Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 8.10., sillä
N¯(x, b2) =
∫ ∞
x
D(t, b2)dt
=
∫ ∞
x
(
1{t+b2≤k}
D(t+ b2, 0)
e−b2δ
+ 1{t+b2>k}
D2(t+ b2, 0)
D1(k,0)
D2(k,0)
e−b2δ
)
dt
=
1
e−b2δ
∫ ∞
x
(
1{t+b2≤k}D(t+ b2, 0) + 1{t+b2>k}D2(t+ b2, 0)
D1(k, 0)
D2(k, 0)
)
dt
=
1
e−b2δ
∫ ∞
x
D(t+ b2, 0)dt
=
1
e−b2δ
∫ ∞
x+b2
D(t, 0)dt
=
N(x+ b2, 0)
e−b2δ
.
Lause 8.15. Kaksiosaisen kuolevuusmallin pääoma-arvolle A¯Vx:w pätee
(8.16) A¯Vx:w(b2) = A¯
V
x+b2:w
(0).
Todistus. Väite seuraa lauseista 8.10. ja 8.13., sillä ikäsiirto b2 ei riipu iästä x eikä elä-
keiästä w, joten
N¯(w, b2)
D(x, b2)
=
eb2δN¯(w + b2, 0)
eb2δD(x+ b2, 0)
=
N¯(w + b2, 0)
D(x+ b2, 0)
ja
N¯(x, b2)
D(x, b2)
=
eb2δN¯(x+ b2, 0)
eb2δD(x+ b2, 0)
=
N¯(x+ b2, 0)
D(x+ b2, 0)
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Luku 9
Vahinkosuhde-ennusteet kaksiosaisella
kuolevuusmallilla
Tässä kappaleessa esitellään eräs tekniikka vahinkosuhde-ennusteiden laatimiseksi käyte-
tyllä kuolevuusmallilla tulevaisuuteen. Koska työntekijän eläkelain oma kuolevuusaineisto
on verrattain lyhyt, käytetään kuolevuusintensiteettien ennustamiseen osiossa 7.1. esitel-
tyä väestökuolevuuksiin 1955-2013 pohjautuvaa Lee-Miller mallia. Työntekijän eläkelain
ja väestön kuolevuuden tasoero otetaan huomioon valitsemalla lähtötasoksi riskiperus-
teanalyysien mukainen viiden vuoden keskiarvokuolevuus. Vuonna v x-ikäisen ennustettu
kuolevuusintensiteetti saadaan kaavalla
(9.1) µvtot,x =
(1−∆x)(v−2013)
5
2013∑
i=2009
(
µitot,x
)
,
Vahinkosuhteen ollessa ns. rahapainotettu, vaikuttaa siihen kuolevuuden lisäksi se, mi-
tä mahdollisia muutoksia vastuukertymissä tapahtuu tulevaisuudessa. Nämä muutokset
on huomioitu käyttämällä taustalla Eläketurvakeskuksen vanhuuseläkevastuuennustetta.
Merkitään Eläketurvakeskuksen vanhuuseläkevastuuennusteen mukaista kokonaisvastuu-
ta vuonna v x-ikäisillä
(9.2) Vv,x(ETK) :=
(
V Vv,x(ETK) + V
V A
v,x (ETK)
)
Vanhuuseläkevastuuennuste ei huomioi kuolevuusmallin muutosta, joten sen vaikutukset
ennusteeseen täytyy huomioida vanhuuseläkevastuiden prosentuaalisen muutoksen kautta.
Merkitään tätä muutosta
(9.3) ∆Vv,x(ETK) :=
V Vv,x(ETK) + V
V A
v,x (ETK)
V Vv−1,x(ETK) + V
V A
v−1,x(ETK)
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Kaksiosainen kuolevuusmalli otetaan käyttöön vuonna 2017 ja ensimmäisen kerran van-
huuseläkevastuut lasketaan kaksiosaisen mallin mukaisesti vuoden 2016 lopussa. Kuole-
vuusmallin muutoksesta aiheutuu vanhuuseläkevastuisiin muutos, joka saadaan iässä x
laskettua pääoma-arvokertoimien suhteellisella muutoksella
(9.4) ∆V2016,x =
A¯Vx:w(2017)
A¯Vx:w(2016)
,
missä A¯Vx:w(2016) on vuoden 2016 voimassaolevalla kuolevuusmallilla laskettu pääoma-
arvo ja A¯Vx:w(2017) vastaavasti vuonna 2017 voimassaolevan kaksiosaisen kuolevuusmallin
mukaan laskettu. Vuonna 2016 x-ikäisen vanhuuseläkevastuu on vuoden lopussa tällöin
arviolta
(9.5) V2016,x = ∆V2016,x · V2016,x(ETK)
Seuraavassa taulukossa on kuvattu kuolevuusmallin muutoksesta aiheutuva prosentuaali-
nen muutos vanhuuseläkevastuisiin i'ittäin ja sukupuolittain vuonna 2016.
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Kuva 9.1: Arvioitu kuolevuusmallin muutoksesta aiheutuva vanhuuseläkevastuiden muu-
tos i'ittäin ja sukupuolittain vuonna 2016
Vanhuuseläkevastuut kasvavat kuolevuusmallin muutoksen myötä työntekijän eläkelaissa
arviolta yhteensä noin 3 miljadia euroa. Tässä tutkielmassa ei perehdytyä kyseisen täy-
dennyksen teknisiin yksityiskohtiin.
Vuodesta 2016 eteenpäin vanhuuseläkevastuut on vahinkosuhde-ennusteessa oletettu ke-
hittyvän Eläketurvakeskuksen vanhuuseläkevastuuennusteen mukaisesti olettamalla
(9.6) Vv,x = ∆Vv,x(ETK) · Vv−1,x
Ylläkuvatun vanhuuseläkevastuuennusteen laatimisen jälkeen voidaan teoreettisesti kuol-
leilta vapautuneen vastuun ja ennustetun toteumakuolevuuden perusteella lasketun va-
pautuneen vastuun suhteesta tehdä ennuste.
(9.7) Vv,x(Q) ≈
(
µvx +
1
2
(µvx)
2
)
Vv,x ja E
V
v,x ≈
(
µvtot,x +
1
2
(
µvtot,x
)2)
Vv,x
Tässä tutkielmassa vanhuuseläkevastuut ja vahinkosuhde on ennustettu vuoteen 2030
asti. Nykymallin vahinkosuhde on ennustettu käytännössä samalla tekniikalla jättämättä
kuitenkin kaavan 9.5 vanhuuseläkevastuumuutos tekemättä. Alla olevassa taulukossa on
esitetty nykyisin työntekijän eläkelaissa käytössä olevan kuolevuusmallin ja vuonna 2017
voimaan tulevan mallin vahinkosuhde-ennusteet sukupuolittain 2016-2030.
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Kuva 9.2: Vahinkosuhde-ennusteet 2016-2030 sukupuolittain
Kuvasta havaitaan, että kaksiosainen sukupuolikohtainen kuolevuusmalli tasaa suku-
puolten välisen eron vahinkosuhteissa ja korjaa vahinkosuhteen tasoa alaspäin merkittä-
västi. Uuden mallin vahinkosuhdetta ei saada aivan 100 %-yksikköön lähitulevaisuudessa
vastuutäydennysrajoitteesta (3 miljardia euroa) johtuen.
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Luku 10
Yhteenveto
Tutkielmassa esitelty kaksiosainen kuolevuusmalli näyttäisi korjaavan nykymallin ongel-
mat mm. sukupuolten ja kymmenvuotiskohorttien vahinkosuhteiden eroissa tyydyttävästi.
Vastuutäydennyksen kolmen miljardin euron kiinnityksestä johtuen ei vahinkosuhde-ennus-
tetta saada täysin turvaavaksi vuoteen 2030 asti kokonaisvahinkosuhteen noustessa ar-
violta noin 102 prosenttiyksikköön. Kuten tutkielman osiossa 8 havaittiin, toimii malli
kuitenkin järjestelmäteknisesti samankaltaisesti nykymallin kautta, jolloin ainoa tarvit-
tava järjestelmämuutos ovat sukupuolikohtaiset taulukot N¯ - ja D-luvuista. Alla on vielä
määritelty malli siten, kun se kirjataan työntekijän eläkelain laskuperusteisiin.
Määritelmä 10.1. Laskuperusteiden mukainen kuolevuusintensiteetti µ iässä x on vuo-
desta 2017 alkaen
(10.2) µx = a1e
a2(x+b2),
missä parametrit a1 ja a2 riippuvat ikäsiirrosta ja iästä
a1,mies =
{
e
6
7
·1,027−11,18, x+ b2 ≤ 70
e
6
7
·1,217−12,68, x+ b2 > 70
a2,mies =
{
6
7
· 0, 1027, x+ b2 ≤ 70
6
7
· 0, 1217, x+ b2 > 70
a1,nainen =
{
e
6
7
·1,031−11,86, x+ b2 ≤ 70
e
6
7
·1,416−14,79, x+ b2 > 70
a2,nainen =
{
6
7
· 0, 1031, x+ b2 ≤ 70
6
7
· 0, 1416, x+ b2 > 70
.
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Ikäsiirto ei mallissa sen sijaan enää riipu sukupuolesta
b2 =

5, v − x < 1930
3, 1930 ≤ v − x < 1940
2, 1940 ≤ v − x < 1950
0, 1950 ≤ v − x < 1960
−2, 1960 ≤ v − x < 1970
−3, 1970 ≤ v − x < 1980
−5, 1980 ≤ v − x < 1990
−7, 1990 ≤ v − x < 2000
−8, 2000 ≤ v − x < 2010
−10, 2010 ≤ v − x < 2020
.
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Kuva 10.1: Miesten ja naisten 18-105 vuotiaiden teoreettiset kuolevuusintensiteetit vuonna
2017
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Liite A
Käytettyjä merkintöjä
x = henkilön ikä tarkasteluhetkellä.
w = henkilön vanhuuseläkeikä.
X = Satunnaismuuttuja, joka kuvaa vastasyntyneen jäljellä olevaa elinaikaa.
f(x) = Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio.
F (x) = Satunnaismuuttujan X kertymäfunktio.
Tx = Satunnaismuuttuja, joka kuvaa x-ikäisen jäljellä olevaa elinaikaa.
s(x) = Todennäköisyys, että vastasyntynyt on elossa hetkellä x.
µx = x-ikäisen kuolevuusintensiteetti.
Dx = Vastasyntyneen elossaolotodennäköisyys iässä x korolla syntymähetkelle
diskontattuna.
N¯x
Dx
= Alkaneen vanhuuseläkkeen pääoma-arvokerroin.
N¯w
Dx
= Vastaisen vanhuuseläkkeen pääoma-arvokerroin.
ERv = Vanhuuseläkkeen rahastoitu osa vuoden v lopussa.
∆ERv = Rahastoidun eläkkeen lisäys vuonna v.
Sv = Henkilön työntekijän eläkelain alainen palkkasumma vuonna v.
P Vv = Maksun vanhuuseläkeosa vuonna v.
EV RMv = Eläkkeellä olevalle henkilölle maksettu rahastoitu osa vuonna v.
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i0 = Pääoma-arvojen laskennassa käytetty tekninen korko (3,0 %).
δ = Logaritmi korkokertoimesta (1 + i0).
V¯ Vv = Eläkeyhtiön vastuulla oleva osa vastaisesta vanhuuseläkevastuusta
vuoden v lopussa.
V¯ V Av = Eläkeyhtiön vastuulla oleva osa alkaneesta vanhuuseläkevastuusta
V¯v = Eläkeyhtiön vastuulla oleva osa kokonaisvanhuuseläkevastuusta
vuoden v lopussa.
EV ∗v = Kuolleilta vapautunut vastainen vanhuuseläkevastuu vuonna v.
EV Av = Kuolleilta vapautunut alkanut vanhuuseläkevastuu vuonna v.
EVv = Kuolleilta vapautunut kokonaisvanhuuseläkevastuu vuonna v.
V Vv,x(Q) = Teoreettisesti kuolleilta vapautunut vastainen vanhuuseläkevastuu
vuonna v.
V V Av,x (Q) = Teoreettisesti kuolleilta vapautunut alkanut vanhuuseläkevastuu
vuonna v.
Vv,x(Q) = Teoreettisesti kuolleilta vapautunut kokonaisvanhuuseläkevastuu
vuonna v.
Uv = Tasoitusmäärän tulos vuonna v.
rsv = Vuoden v riskisuhde. Teoreettisesti kuolleilta vapautuneen vastuun
ja todellisesti vapautuneen vastuun suhde.
µvtot = Vuoden v kuolleilta vapautuneesta vastuusta laskettu
kuolevuusintensiteetti
V¯ Vv (ETK) = Eläketurvakeskuksen vanhuuseläkevastuuennusteen
mukainen vastainen vanhuuseläkevastuu vuonna v
V¯ V Av (ETK) = Eläketurvakeskuksen vanhuuseläkevastuuennusteen
mukainen alkanut vanhuuseläkevastuu vuonna v
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